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Drittes Kapitel
Die Struktur der Risikopriferenz

In den beiden vorangegangenen Kapiteln haben wir erfahren, wie im
Unsicherheitsfall konsistente Entscheidungen zu treffen sind: Unter Verwen-
dung (subjektiv gebildeter) Aquivalenter objektiver Wahrscheinlichkeiten ist
fiir eine jede Handlungsalternative der Erwartungsnutzen der Periodenend-
vermdgensverteilung zu ermitteln und sodann jene Alternative mit dem
hichsten Erwartungsnutzen zu wihlen. Leider bleibt diese Emplehlung
recht inhaltsleer, solange man iiber die Nutzenfunktion nur weil}, daf} sie die
personlichen Priiferenzen des Entscheidungstriigers widerspiegelt, diese Prii-
ferenzen selbst aber nicht kennt. In diesem Kapitel geht es daher um die
Geslalt der Nutzenfunktion.

Im Teil A werden die Erkenntnisse der Psychophysik verarbeitet, und im
Teil B werden einige simple Uberlegungen zur Bewertung von Risiken, die
zur Uberschuldung des Entscheidungstriigers fiihren kénnen, angestellt. Der
Teil C beschiftigt sich schlieBlich mit einer rivalisierenden Priferenzhypo-
these Arrows.

Fiir die Analyse bendtigen wir eine genauerc Vorstellung vom Begriff des
Vermogens als bisher. Wir fassen das Vermdogen als Repriisentanten aller
zukiinftigen Konsummdaglichkeiten des Entscheidungstriigers auf und unter-
stellen, dal} diese Konsummdglichkeiten die Quelle des Vermigensnutzens
repriasentieren. Als Vermogen definieren wir daher die Summe aus dem
Marktwert der uiblicherweise bilanzierten Vermogensteile und dem Human-
kapital. Das Humankapital ist der Gegenwartswerl der zukinftigen Nel-
toarbeitseinkommen. ,,Netto™ soll hier nach klassischer Manier bedeulen.
dal die Reproduktionskosten der Arbeit bereits abgezogen wurden, so wie
wir es ja bei dem aus Sachkapital Mieffenden Einkommen [iir selbstverstind-
lich halten. Entsprechend darf man unter den zukiinftigen Konsummoghch-
keiten, von denen die Rede war, auch nur einen Nettokonsum, also den Teil
des Bruttokonsums verstehen, der das zur BErhaltung der Arberskralt
notwendige Existenzmimimum tibersieigt. Wi wollen annchmen, dald de
aus dem (zum Ende der Anfangsperiode verliipgharen) Vermogen 1 opespersie
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zukiinftige Konsumstrom' proportional zu diesem Vermogen ist. Diese
Annahme wird im niichsten Kapitel legitimiert, steht im iibrigen aber auch
im Einklang mit den monetaristischen Konsumhypothesen a la Mobi-
GLIANI/BRUMBERG (1955) und FriEDMAN (1957). Dariiber hinaus unterstellen
wir, daB der (Geld-)Wert des Konsums zu einem jeden Zeitpunkt als
Mengenindex eines homogenen Konsumgiiterbiindels aufgefalit werden
kann. Diese Annahme ist eine [dealisierung, denn die Struktur des nachge-
fragten Warenkorbes ist sicherlich nicht unabhdngig von seiner GréBe. Die
Idealisierung liegt ungefahr auf der Ebene, die man betritt, wenn das
Sozialprodukt als MengengriBe interpretiert wird® und bezicht ihre Berech-
tigung daher, daB durch die Marktpreisbewertung heterogene Giiter in
einen einheitlichen MaBstab transformiert werden®,

Abschnitt A
Die Psychologie der Risikobewertung

1. Psychologische Relativititsgesetze

Der Schliissel fiir die im niichsten Abschnitt zu erstellende Hypothese
iiber die Gestalt der Risikonutzenfunktion liegt in cinem fundamentalen
psychologischen Relativititsgesctz, dessen Auspriigung in Theorie und Rea-
litiit wir jetzt untersuchen wollen.

1.1. Bernoullis Relativitatsgesetz

An BERNOULLIs (1738) specimen theoriae novae de mensura sortis findet
man heute im allgemeinen nur noch den Vorschlag der Erwartungsnutzen-

L Wir unterstellen in diesem Kapitel noch, daB in der gegenwirtigen Periode, fiir
die wir die Risikoprojektwahl untersuchen, kein Konsum statthndel. Die Annahme
wird im Kapitel 1V B aufgehoben.

? Diese Interpretation ist in der offentlichen Diskussion iiblich und liegt auch
siimtlichen makrookonomischen Ein-Sektor-Modellen zugrunde.

' Unsere Annahme kann auch durch die von STrOTZ (1957, 1959) und GORMAN
(1959a u. b) entwickelte Theorie des Nutzenbaumes erlkldrt werden. Nach dieser
Theorie bestimmt ein Entscheidungstriger zunéichst die optimale Aufteilung seines
Budgets aul unterschiedliche Warenkorbe, die er als homogene Giiter auffalit, deren
Preis der Preisindex der im Warenkorb vertretenen Einzelgiiter ist. Erst anschlieflend
werden die so gebildeten Subbudgets weiter aufgeteilt. Im Sinne dieser Theorie
kinnen wir in diesem Kapitel das Periodenendvermigen auch als Reprisentanten
cines cinzigen homogenen Warenkorbes auffassen, iiber dessen Struktur noch micht
machpedacht wird. Ber der intertemporalen Optimierung im néachsten Kapitel gehen
wit genild dieser Interpretation im Nutzenbaum cine Stufe hisher und betrachten den
feonstm i allen Perioden als i diesem Sinne homogen.
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regel als solchen interessant, dessen Urheberschaft bekanntlich nicht einmal
bei Bernoulli selbst, sondern bei Cramer (1728) liegt. Bernoulli hat aber sehr
viel Gewicht auf die spezielle Form einer logarithmischen Nutzenfiunktion
gelegt,

Seine Argumentation fiir diese Funktion ist von so verbliiffender Origina-
litdt, daBl man nur bedauvern kann, daB sic aufler einer anerkennenden
Bemerkung von Borch (1968a, S.45) und der Feststellung von Savace
(1954, 8.94), “To this day, no other function has been suggested as a better
prototype for Everyman’s utility function.”, in neuerer Zeit kaum mehr
Beachtung gelunden hat. Noch um die Jahrhundertwende war das anders;
damals sah man in der logarithmischen Funktion den SKernpunkt® der
Abhandlung Bernoullis'. MagrsHaLL (1920, S. 1111 neigte dieser Funktion
mit einigen Einschrinkungen zu, sie wurde im Rahmen der Opfertheorien
der Besteuerung z B. von Sax (1892, S.76-79) diskutiert. und noch friiher
hatte sich LapLace (1814, S. XV) fiir sie eingesetzt,

Verfolgen wir daher einmal Bernoullis Argumentation. Nachdem zu-
nichst eine Vermogensdefinition gegeben wird, die weitgehend im Einklang
mit der unsrigen steht?, heiit es bei ihm (S. 301f.);

~Gesetzt nun aber, jemand hat ein Vermagen von 100000 Dukaten, ein anderer ein
solches von ebenso vielen halben Dukaten. Wenn dann der erstere hieraus ein
jahrliches Einkommen von 5000 Dukaten, der letztere wiederum ein solches von
ebenso vielen halben Dukaten bezieht, so ist doch vollig klar, daB fiir den einen ein
ganzer Dukaten gerade nur soviel bedeutet, wie fiir den anderen ein halber, und dald
daher der Gewinn eines ganzen Dukaten fiir den ersten nicht mehr Wert hat. als der
Gewinn eines halben Dukaten fiir den zweiten. Wenn also Jeder von diesen beiden
emen Gewinn von einem Dukaten macht, so wird dem zweiten daraus der doppelte
Vorteil erwachsen, indem er ja zwei halbe Dukaten gewonnen hat*

Mit diesen Sitzen wird ein psychologisches Relativititsgesetz behauptet:
Was fiir den reichen Mann der Gewinn eines Dukaten bedeutet, ist fiir den
halb so reichen der Gewinn eines halben Dukaten, weil es aus subjektiver
Sicht nur aufl die relative Anderung des vorhandenen Vermdgens ankommt.

Nach ihrer Anlage ist Bernoullis Argumentation offenbar nicht auf Ver-
maogensinderungen von nur ein, zwei Dukaten beschriinkt, sondern ist wohl
allgemeiner gedacht: ,Gleiche prozentuale Vermogensiinderungen rufen
gleiche Nutzenfinderungen hervor.” will er vermutlich sagen. also

[ Av , .
(1) dUz_f(T). Flay=0; [{Q=8.
' So im Jahr 1896 der Herausgeber der deutschen Ubersetzung, L. Fick, aul S K
seiner Einleitung zu ,BerNourrr (1738),
* Sogar das Problem des homogenen Konsumgiiterstiroms, der ans dem Vel IOECn

gespeist wird, sicht Bernoulli. Vi), sein Gelangenenbeispiel aul 5, 27
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Der Bezug auf sehr kleine Vermogensiinderungen hat allein den Zweck, eine
Differentialgleichung, namlich

(2) dUzh% . b=const.=1{).

plausibel zu machen, denn hier kann statt des Funktionssymbols f(.) ein
konstanter Faktor b verwendet werden. Setzen wir die zweifache Dilleren-
zierbarkeit der Nutzenfunktion U(.) und damit auch der Funktion f(.)
voraus, dann folgt (2) bei Av/v—0 tatsiichlich aus (1) mit b=/"(0). Die
Integration von (2) bringt sofort Bernoullis Funktion U(v)=a+5b Inv oder
wegen der Bedeutungslosigkeit linearer Transformationen®

(3) Ufp)=Inuv.

Hieraus folgt im Riickschritt, dafl die in (1) geforderte Funktion f{(.)
tatsichlich existiert und die gewiinschten Eigenschaften auch fiir grofie
Vermogensinderungen besitzt:

(4) AU=,}"(%)=IH(U+AL‘}—1HI:

(u +Ar)
R (it
1

Berechnen wir nun einmal fiir Bernoullis Funktion die Intensitit der
Versicherungsnachfrage, die im Kap. 11 C 1.3 definiert wurde, dann erhalten
wir nach Anwendung der Umkehrfunktion auf U[S{ag—C)]=
E[U(ag—C)], dh. auf In[S(ag—C)]=E[In{ag—C)], einen expliziten
Ausdruck fiir das Sicherheitsiiquivalent und somit fiir die Intensitit der
Versicherungsnachfrage

ag— [ (ag—e)"

(5) g= j}m :

wobei ¢, die i-te Auspriigung der Schadenvariable und w; ihre Wahrschein-
lichkeit angibt*. Wie man leicht sehen kann, ist g homogen vom Grade 0:

sag— || (dag—ie)™
=1

E(AC)

(6) A=

' Vel 8,79, Besichung (2).
T Wepen (11C14) und (I1C17) st g=[ag—S{ag—C)|/E(C), und aus
ISt )] = F[Infag — C}] folgt
Stag - C)exp E[Infag ~ O] =exp Yw Intag — o) = | | tag —e )™
i i
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So impliziert Bernoullis Relativititsgesetz die interessante Aussage, dall eine
bei unverinderten Wahrscheinlichkeiten vorgenommene Vergrollerung des
Anfangsvermagens und der Schadensausprigungen um denselben Prozent-
salz auch die Maximalprimie vom Standpunk! des Versicherungsnehmers
um eben diesen Prozentsalz anwachsen liBt. Anschaulich kann man auch
sagen, daB die Intensitit der Nachfrage nach einer Vermogensversicherung
von der Hohe des Vermdgens unabhiingig ist.

Dieses plausible Ergebnis des Bernoullischen Relativitiitsgesetzes wurde
in neuerer Zeit von PRATT (1964) und Arrow (1965) als konstante relative
Risikoaversion klassifiziert und wiire wohl nur zu gerne akzeptiert worden,
wire Bernoullis Argumentation besser fundiert gewesen. Man bezweifelte
aber, wie wir im Kap.ll C 1.5 sahen, zu Recht, ob denn der sichere
Vermogensnutzen mit dem Risikonutzen gleichgesetzt werden diirfe. Doch
obwohl im wesentlichen nur dieser Teilschritt in Bernoullis Argumentation
storte, wurde die gesamte Argumentation verworfen. Nichts ahnend hat
man aufl diese Weise das Kind mit dem Bade ausgeschiittet.

Um das emzusehen, wollen wir einen Abstecher in die Psychophysik
unternchmen, denn dort sind ganz dhnliche Gedanken wie jene Bernoullis
entwickell worden. Die Psychophysik wird es erlauben, das verliBliche
Fundament in Bernoullis Argumentation herauszufinden, so dall an-
schlieliend solider darauf gebaut werden kann.

1.2. Die Relativitat der Reizschwellen

Wenn jemand leise fliistert, verstchen wir thn héufig nicht, selbst wenn es
im Raum ansonsten ganz still 1st. Gibl es viele Nebengerdusche, dann
verstehen wir ihn mitunter auch dann nicht, wenn er laut spricht. Selbst in
einer klaren Neumondnacht nehmen wir mit bloBem Auge nur einen Teil
jener Sterne wahr, die zu erkennen mit einem leistungsfiihigen Teleskop ohne
weiteres moglich ist. Am hellen Tag sehen wir fast gar keine Sterne, obwohl
sic doch genau so hell scheinen wie in der Nacht. In allen diesen Fiillen
behindern Reizschwellen die Wahrnehmung. Im stillen Raum und in der
Nacht handelt es sich um eine absolute Empfindlichkeitsgrenze unserer
Sinne; man spricht daher von der absoluten Schwelle. Bei den lauten
Nebengeriiuschen und am hellichten Tag reicht die Intensitit des jeweiligen
Reizes nicht aus, um einen merklichen Unterschied zum jeweiligen Umge-
bungsreiz hervorzurufen; daher benutzt man den Terminus Unterschicds-
schwelle.

Gerade die Unterschiedsschwelle ist sehr interessant. Bewde Beispiele
zeigen ndmlich, dall man moglicherweise eine gegebene absolute Reizerho-
hung eines in bestimmier Intensitiit vorgegebenen Ausgangsreizes nichi
wahrnimmt, obzwar man die gleiche Erhohung schr wohl bemerken wuirde,
erfolgle sie bei einer geringeren Intensitil des Ausgangsreizes,
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Diese Bezichung 1iBt sich noch exakter fassen. Bereits vor mehr als
sweieinhalb Jahrhunderten fithrte BouGuer (1760, S. 51-38) das folgende, in
der Abb. 1 dargestellte Experiment durch. In einem dunklen Raum werden
vor einer weiBen Leinwand eine brennende Kerze und cine Schablone
aufgestellt. Der Abstand beider Gegenstiinde zur Leinwand betrigt | Fufl.
Dann wird eine zweite Kerze hinter der Schablone entziindet, so dafl auf der
Leinwand ein Schatienrill entsteht. Der Abstand dieser Kerze wird so lange
variiert, bis der SchattenriB sich von seiner hellen Umgebung gerade nicht
mehr abhebt. Bouguer fand einen kritischen Wert von 8 Ful, der besagt. dall
dic Helligkeit eines Schattens von seiner Umgebung um mindestens 1/64
iibertroffen werden muf, damit der Schatten bemerkt wird. FECHNER (1860 1,
S.147-151) hat dieses Experiment wiederholt und eine erstaunliche Kon-
stanz der Relation 1/64 betont, die bei Bouguer nur angedeutet wird:
Gleichgiiltig in welchem Leinwandabstand die erste Kerze aufgestellt wird,
der kritische Abstand fiir die zweite Kerze ist immer gerade 8mal so grob.

Bouguers Experiment

Abbildung 1

Bezeichnen wir die Reizintensitiit mit r. die Unterschiedsschwelle mit Ar,
so folgt aus diesem Ergebnis

{7 Ar=ar, wa=const,
and in Worten: Die Unterschiedsschwelle macht einen festen Anteil des

Lusgangsreizes aus. Diesem allgemermen Phiinomen hat FECHNER (18601,
S 18 139 den Namen Webersehes Gesetz gegeben.
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Ernst Heinrich WengR (1834, bes. S. 87-90, 171-175; 1846, bes. S. 89, 104-
107, 134-139) war namlich unabhidngig von dem weiigehend unbekannt
gebliebenen Bouguer bei seinen Messungen der Unterschiedsschwelle bei
Gewichtsvergleichen zu einem materiell gleichen Ergebnis gelangt. Gilt es,
von zwei Gewichten das schwerere herauszuflinden, dann muf} die Gewichts-
differenz einen festen Prozentsatz des leichteren bzw. schwereren Gewichis
tibersteigen, damit der Unterschied merklich wird. Weber ermittelte fiir die
menschliche Hand eine relative Schwelle von 1/40 in bezug auf das leichtere
Gewicht. Dieser Wert konnte spiiter in vielen nachfolgenden Experimenten
bestitigt werden. Weber untersuchte auch noch die menschliche Fahigkeit,
die grébere von zwei nacheinander gezeigien Linien und die hdhere von
zwel nacheinander produzierten Tonfrequenzen festzustellen. Dabel er-
mittelte er relative Unterschiedsschwellen von 1/100 bzw. 1/322 fiir geiibte
Testpersonen.

Nach Weber sind vor allem von Fecuner (18601 u. I1)°, aber an-
schlieBend auch von vielen anderen Forschern weitere Reize untersucht
worden®, Allen untersuchten Reizen ist gemeinsam, daf ihre Intensitit tiber

Ar |

i

0.6
0,5
0.4
0,3
0,2

0.1

0 ——= log r(in ml)

=3 =3 =2. =1 0 ¥ 2T ¥ 34

| l l |

weilles Papier weilles Papier begquemes Lesen weilles Papicr
im Sternlicht  im Mondlicht noch miglich im Sonnenhch

Quelle: KONIG und BropHUN (1889) (Ergebnisse lur Konig) 1 V. mat
Angaben von HecHT (1934} und RiGos (1971).

Abbildung 2

* Vor allem Helligkeit, Schall, Gewichte, Augenmal, Tastmall, Farbe.

& Z.B. KoniG und BroouHun (1888, 1889; Helligkeit); von BEkisy (1930; Schall unsd
Vibration); HoLwaAy und PrATT (1936; Geschmack, Schall, Geruch, Hellighen)
Kiirzlich konnte das Webersche Gesetz gar fur den Vergleich (extrem) kureer Zeitin
tervalle nachgewiesen werden: Gerry (1975).
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eine Verhiiltnisskala meBbar ist. Andernfalls machte es ja auch kenen Sinn,
nach einer konstanten relativen Unterschiedsschwelle zu suchen,

Es stellt sich nun die Frage, ob es die behauptete Konstanz der relativen
Schwelle tatsichlich gibt, also die Frage nach der VerldBlichkeit des Weber-
schen Gesetzes. Eine Zeitlang war es modern, das Gesetz zu bezweifeln. Der
iibliche Hinweis” bezog sich darauf, daB die relative Unterschiedsschwelle
als Funktion des Grundreizes typischerweise durch eine Kurve, wie sie z. B.
aus Daten von KONIG und BrRopHUN (1889) ermittelt werden kann, darzu-
stellen ist. An dieser Funktion zeigl sich, dal} die relative Reizschwelle hir
kleine. gerade iiber der absoluten Schwelle liegenden Reizniveaus wie fiir
Niveaus, die nahe einer oberen Grenze liegen, jenseits derer der Reiz das
Rezeptionsorgan zersttren wiirde, groBer als im mittleren Bereich ist. Fr
den Lichtreiz. auf den sich die Daten von Konig und Brodhun bezichen,
kann jedermann dieser Abweichungen in seiner eigenen Erfahrung bestitigt
sehen, wenn er daran denkt, daB bei extrem schwachem Licht, die Fihigkett,
Kontraste zu sehen, schwindet. Das Webersche Gesetz gilt also nicht
uneingeschriankt. Sein Giiltigkeitsbereich ist aber sehr viel groler als es bei
oberfliichlicher Betrachtung des Kurvenverlaufs den Anschein hat. Verlilit
man nimlich die logarithmische Darstellung der Reizintensitiiten, dann
erscheint der horizontale Bereich der Kurve ganz enorm gestreckt, und der
bloBe Anschein verleiht dem Weberschen Gesetz gleich sehr viel mehr
Relevanz. Er triigt gar nicht einmal: denn, wie Stevens (1951, 5. 35) feststellt,
werden mindestens im Bercich der Schall- und Lichtempfindungen 99,97 (1)
des Bereichs der praktisch vorkommenden Reizintensititen abgedeckt.

Natiirlich gibt es noch weitere Probleme. So ist die Reizschwelle in
(irenzen von einer Reihe psychologischer Faktoren wie Ermiidung, Ubung,
Stimmungslage und dergleichen abhiingig, was sich, soweit man diese
Beziehungen nicht in den Griff bekommt, als eine stochastische Verlagerung
iuBert®. An dem grundsitzlichen Phiinomen der unter gegebenen Umstan-
den konstanten relativen Reizschwelle dndern diese Probleme aber nichts.

1.3, Das psychophysische Gesetz

Die Bezichung zwischen Leib und Seele aufzudecken, betrachtete Gustav
Theodor Fechner als sein Lebenswerk. Gliicklicherweise konkretisierte er
dus reichlich metaphysisch klingende Problem auf die Frage nach der
funktionalen Bezichung zwischen Reiz- und Empfindungsintensitiit, die
Irage nach dem, was man psychophysisches Gesetz nennl. Damit ist Fechner
der Begriinder cines Wissenschaftszweiges, der gegen Ende des letzten

" Siehe 2 W Boring (1942, 5. 13K810).
C VWl duzu die Begrundung stochastischer Skalierungsverfuhren durch die Arbeit
vort Tooesong (1927)
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Jahrhunderts in Deutschland eine grolle Bedeutung hatte und in den letzten
zwanzig Jahren durch die Experimente von Stanley S. Stevens und seinen
Mitarbeitern zur Hochbliite kam. FECHNERs (18601 u. 11) Werk Elemente der
Psychophysik und die Psychophysics von STEVENS (1975) sind vermutlich
Marksteine wissenschaftlicher Forschung, wie sie nur jahrhunderteweise
geselzt werden.

1.3.1. Das Fechnersche Gesetz
Fechner kniipft bei der Suche nach dem psychophysischen Gesetz

(8) s=xs(r),

wobei 5 die subjektive Intensitiit eines physikalischen Reizes der Stiirke r
milit, an die Webersche Reizschwellentheorie an, die er ja selbst durch eine
Vielzahl (von auch heute noch berithmten) Experimenten bestidtigen konnte.
FEr behauptet, eine gerade merkliche Reizinderung fiithre unabhiingig vom
Niveau des Ausgangsreizes zu einer festen Empflindungséinderung. Daher
koénne man die Differenz zweier Empfindungen durch das Abzihlen der
zwischen ihnen liegenden gerade noch merklichen Zuwachsschritte messen.
Da wir den festen Anteil der Reizschwelle am jeweiligen Vorniveau des
Reizes « genannt haben, gilt fiir zwei Reizstiirken » und r*, r>r*, zwischen
denen es n Zuwachsschritte gibt®:

(9) r=(14+a)"r*
Annahmegemil bezeichnet dabel
(10} n=s(r)—s(r¥)

die bis aul eine Proportionalititskonstante bestimmte Empfindungsdiffe-
renz. Durch Logarithmierung errechnet sich aus (9) fiir diese Differenz:

(11) s{r]—s{r*]=ln(r—) :

r*ln(l+a)

Aus diesem Ausdruck folgt schon ein Ergebnis, das als Fechnersches Geser=
bezeichnet wird: Gleiche relative Reizéinderungen rufen eleiche absolute

? Vel FEcuner (1860 11, §.9-29), Wir folgen hier micht Fechners Darstellung Die
von thm vorgenommene Integration sciner  Fundamentallorme!™ JdG - bdvfr, die
jener Bernoullis (vel. Gleichung (2)) entspricht, ist als Approxumation zu verstehen, i
Reizschwellen nicht infinitesimal Klein sein Kdnnen, e Approsunation st prinzipiell
vuliissig, doch an dieser Stelle vermaed b
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Empfindungsinderungen hervor. Setzt man nun r* =const., 0 hat man mit
(12) stri=a+flnr. f>0,

die gesuchte Beziehung zwischen Reiz und Empfindung ermittelt'”.

(12) und die zu ihr hinfiihrende Argumentation zeigt interessanterweise
sehr viel Ahnlichkeit mit Bernoullis Theorie. Dessen war sich Fronuner
(18601, bes. S. 236-238) bewult. Er betonte sogar die Eignung seiner Formel
fiir die Nutzenbewertung des Vermogens mit dem Argument, dali das
Vermogen Mittel zur Erzeugung ,werthvoller Empfindungen™ sei, insofern
also die Stelle des Reizes einnehme.

Das Fechnersche Gesetz hat viel Kritik hervorgerufen, denn Fechners
Grundannahme, daB alle gerade noch merklichen Reizzuwichse als subjek-
tiv gleich erscheinen, wurde von ithm in keiner Weise belegt. So folgt sein
Gresetz nicht automatisch aus dem Weberschen Gesetz, und es ist verstind-
lich, dal} es lange Zeit nicht akzeptiert wurde.

[.3.2. Das Stevenssche Gesetz

Stevens ist einer der exponiertesten Kritiker Fechners. Er glaubt, nach
dem umfangreichsten der experimentellen Forschungswerke iiber Skalie-
rungsprobleme, die bislang durchgefiihrt wurden, zu einer Ablosung des
logarithmischen durch ein Potenzgesetz gekommen zu sein''. Die von thm
rein induktiv gefundene, bis aufeinen Proportionalitiitsfaktor s festpelegte!?
Empfindungsfunktion lautet

(13) s(r)=ur®; x,0>0.
Sie kann wegen

(14) Ins=Ilnx+@Inr

10 Als Besonderheit verdient es erwithnt zu werden, daBh wegen der Ganzzahligkeit
von 1 in (11) 5(r) nur fiir eine diskrete Skala mit lesten Emplindungsintervallen als
Einheit definiert ist. So hat es den Anschein, dall unsere Sinne die Umwelt aufl ¢ine
diskrete Empfindungsskala abbilden. Die Analogie zum Digitalrechner diirfte auf der
Hand licgen, Von daher ergibt sich eine mégliche Erklirung der Reizschwellen als
solcher: Reizschwellen bedeuten einen Genauigkeitsverzicht bei der Kontrolle der
Umwelt, der evolutorisch wegen des Vorteils einer Einsparung von kostbaren Re-
chenkapazitiiten des Gehirns durchsetzbar war. Vgl. dazu die Diskussion des Ord-
nungsaxioms (Kap. | 1.1) im Zusammenhang mit Reizschwellen.

'F Giche besonders STEVENS (1956, 1959, 1961, 1962, 1966, 1975). Die 1975 verdf-
fentlichte Ubersicht iiber das Gesamtwerk vollendete Stevens kurz vor seinem Tod.

' Der Proportionalititsfaktor hat keine Bedeutung, weil eine Anderung der
Fanheit, in der r pemessen wird, als eine Anderung des Faktors aufgefaBt werden

ks
A “

s et = mil x=xx
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als Gerade in einem Ins-Inr-Diagramm abgebildet werden. Mit der Expo-
nentialflunktion haben wir nun ein weiteres psychologisches Relativititsge-
setz. Da fiir den Vergleich zweier Reizintensititen r und r* die Bezichung

str) _[r ¢
(15) s[r‘}_(r_"‘)

besteht, kann als Stevenssches Gesetz in einer dem Fechnerschen Gesetz
analogen Weise formuliert werden'?: Gleiche Reizrelationen rufen gleiche
Empfindungsrelationen hervor,

Das Stevenssche Gesetz war u.a. von GUILFORD (1932), MEINONG (1896),
FuLLerTON und CaTTEL (1892)%, zuerst aber von PLaTEAU (1872) aus einer
Modifikation des Weberschen Gesetzes abgeleitet worden'® und fand mit
der von diesen Autoren gelieferten Begriindung wenig Anklang.

Stevens mochte seine Emphndungsfunktion daher unabhiingig vom We-
berschen Gesetz, das er fir unbestreitbar hill, gesehen wissen. Bei seinen
Experimenten wird denn auch nicht nach Reizschwellen gefragt, um iiber
deren Summation auf indirektem Wege zu einem Empfindungsmald zu
gelangen. Statt dessen werden die Versuchspersonen gebeten, die Stiirke
thnen abwechselnd dargebotener Reize durch (beliebig zu wihlende) Maf3-
zahlen zu kennzeichnen. Diese direkte Methode der Empfindungsmessung
wird Number-Matching genannt.

Wer in der Tradition von Pareto, Hicks und Allen glaubt, die Menschen
wiirden nur ein ,,besser oder schlechter”, ein ,gréfler oder kleiner” und ein
~mehr oder weniger™ kennen, mul} sich dariiber wundern, dall die Versuchs-
personen mit dieser Bitte tiberhaupt etwas anfangen konnten. Fest steht
aber, dal} sie es konnten. Dabei urteilten sie nicht etwa blindlings, sondern in
emner Weise, die durch das Stevenssche Gesetz beschrieben wird. Die Tab. 1
gibt ecinige der von Stevens nach der Methode des Number-Matching
gemessenen Exponenten an.

¥ Srtuvens (1975, 8. 16). Diese Formulierung wurde bereits wiihrend der Diskus-
sion des Fechnerschen Gesetzes am Ende des letzten Jahrhunderts benuiet, Vel
FEcHNER (1888, 5. 174-179).

1+ Zitert nach GuiLrorp (1932, S.401).

1% Feeuner (1877, S 100 und S.21) hat den Unterschicd  ewischen  den
Logarithmus- und dem Potenzgesety dureh eine Unterschedung der Glewhunpen
iy = fldefe und  ds/s=&dreie Klarpemacht, Fine verplewchende Diskossion beides
Ansiitae lindet man bel Ciopnernn (TRER, S 15 200, Wi (1908, S, 618 645 und

Muison (TR0, 5 T80 TR8E)
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Tabelle |
Die GroBienschitzung ausgewihlter Reize®
(Gemessener Exponent in 5= %)

Lautstirke (Schalldruck eines Tons von 3000 Hz) (.67
Vibration 250 HZ 0,6
Vibration 60 Hz (.95
Helligkeit 0,5
Linge einer Linie 1.0
(iriiBe einer Fliache 0,7
Sittigung einer rotgrauen Farbmischung 1.7
Salzkonzenltration 1.4
Muskelkraft {statisch) 1,7
Schwere eines Gewichts 1.45
Elektrischer Strom 3.5
Lautstirke der eigenen Stimme L1

* Quelle: STEvENsS (1975, S, 15).

Wie verliiBlich die Stevensschen Mellergebnisse sind, zeigt sich an einer
von STEVENS (1959, 1961 und 1966) vorgefiihrten Modifikation der Testver-
fahren, die Cross-Modality-Matching genannt wird'®. Nach dieser Methode
soll die Versuchsperson unterschiedlichen Intensitiiten eines Reizes nicht
eine Zahl, sondern die Intensitiit eines frei manipulierbaren anderen Reizes
zuordnen, so dafl beide Reize als gleich intensiv erscheinen. Fiir die beiden
Empfindungsfunktionen s, =x,r®: und s,=%,r%: verlangt man also von
der Versuchsperson, r, fiir vorgegebene r, so anzupassen, dal}

{Iﬁ:l .'f|=32.
Wegen
(17) s, 9 =3, 192
und somit
nx;—Inx, ©
(18) In&*lz’lé—ll-+§j-lnr3

miilite sich daher eine Gerade in einem Inr -Inr,-Diagramm ergeben,
wenn das Stevenssche Gesetz stimmt. Dariiber hinaus miiBte die Steigung

Vel Stevens (1975, S.109-111), Die Methode wurde iibrigens bereits von
Bowisy (1930, S, 346 38) aul den Vergleich zwischen Vibrations- und Lautstirke
anpewendet. Békesy fand den Wert @ /@, =1 was in etwa durch die Tab. 1 bestiitigt
witil
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der Geraden dem Quotienten @,/@, der Steigungen, die beim Number-
Matching gefunden wurden, entsprechen. Beides ist in erstaunlich hohem
Malie der Fall'", Als Beispiel fiir das Ergebnis einer Cross-Modality-Studie
[iihren wir die von Stevens iibernommene Abb.3 an, Dort fungiert die
Lautstiirke als Reiz r, und die anderen angegebenen Reize alternativ als r..
Die Geraden der Abb. 3 wurden wegen der Bedeutungslosigkeit der Abso-
lutglieder willkiirlich angeordnet, doch ihre Steigungen reflektieren die
Mellergebnisse.

100

80
10
60
50
401
30

Schalldruek in Dezibel

relative Stiirke des untersuchten Reires

Quelle: STEVENS (1966),

Abbildung 3

Da fiir alle Reize r, auch Number-Matching-Exponenten bekannt sind,
konnen tiber alle an Hand der Abb. 3 ermittelten Steigungen @* Schiitzwer-
te & =6,/0* fiir den Lautstirkeexponenten bestimmt werden. Stevens
errechnet ein geometrisches Mittel von 0,67. Das 15t gerade der Wert, der liir
die Lautstarkeempfindung beim Number-Matching gefunden wurde'®. Ver-
mutlich i1st bei dieser erstaunlichen Exaktheit auch Zufall im Spiel. Doch
gelingt es Stevens (1975, 8. 113 u. 117), eine Reihe von weiteren Cross-
Modality-Experimenten zu zitieren, die zu einem weitgehend konsistenten
Giebiaude von Exponentenrelationen fihren. Fur eine sozialwissenschalt-
liche Theorie ist das Ergebnis von beispielhalter Genauigkeit.

P Siehe Sevens (1975, 5,99 133).

U Sieviens (1975, S 1T anert eine dem Verl pozussinghiche noch ambangrechen:
Stuelie von Mosgowirg (196R), bey der Tur den andirekt ernmttelten Lautstirkeex e
nenten con Wert von 0,076 anpepeben wind
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1.3.3. Der fehlende Numéraire

Lassen auch die von Stevens gefundenen MeBergebnisse keine Zweifel an
ihrer Richtigkeit zu'?, so sind sie doch alternativ zu deuten. Eine Deutung ist
die von Stevens vertretene, dall die subjektive Empfindung objektiver Reize
gemessen wurde, Es gibt aber auch eine andere®”. Sie geht auf eine kurze
Bemerkung von EKMAN (1964) zuriick und basiert auf der bereits von
GARNER, HAKE und ERIKSEN (1956, 8. 155-157) und ATTNEAVE (1962, S. 623
627) w.a. gediullerten Vermutung, dall das Number-Matching im Grunde
auch nur eine Art von Cross-Modality-Matching sei*', weil dabei die
Empfindungsintensitiit, die uns Zahlen vermitteln. der Empfindungsinten-
sitiit des jeweils zu untersuchenden Reizes gleichgesetzl werde. Ist also z B.
in den obigen Gleichungen (16)(18) die Funktion s, =x1r'?1 die Empfin-
dungsfunktion fiir Zahlen, und hat man fiir einen bestimmten Reiz r, mit
Hilfe des Number-Matching den Exponenten @* ermittelt, dann stellt dieser
Exponent in Wahrheit nichts als die Relation der wirklichen Exponenten der
Empfindungsfunktion fiir den betrachteten Reiz (@,) und fiir Zahlen (@)
dar:

e,

£_ 2
(19) & ~8,"

Da gleiches natiirlich auch fiir alle anderen Exponentenschitzungen gilt,
wird immer nur eine Skala an der anderen gemessen. Dem gesamten System
der Cross-Modality-Schiatzung fehlt daher ein Numeraire. der die Beziehung
zur wirklichen Empfindungsintensitat herstellt,

Das einzige, was Stevens anzubieten hat, ist die blolle Annahme, dal} der
Exponent auch fir die Zahlenempfindung gleich 1 ist?%. Sie wird auch nicht
dadurch plausibler, dall Zahlen und Streckenliingen subjektiv offenbar in
einer genau proportionalen Beziehung stehen (@* = 1)?7, denn wer sagt uns,
wie das Gesetz lautet, das unsere Streckenempfindung steuert? Vom Stand-

' Dem Verl. ist keinerlei Kritik an der VerlidBlichkeit der Messungen bekannt.

*' Eine weitere Deutung stammt von WARREN (1958), der behauptet, in den
Mebergebnissen spiegele sich die in der Wirklichkeit erfahrene Korrelation der
angebotenen Reize und, soweit vorhanden, die Kenntnis physikalischer Maliskalen
wieder, Diese Deutung ist aber nicht damit vereinbar, daB Versuchspersonen vertrau-
te Cirdfsen wie Fliichen und Gewichte (falsch” schidtzen (vgl. Tab. 1). AuBerdem ist es
ber dieser Dentung kaum verstiindlich, dall konsistente Schiitzungen beim Cross-
Modality-Matching erziell werden, wo die Versuchspersonen gezwungen werden
kinnen, in der Natur nicht miteinander korrelierte Reize in Bezichung zu setzen.

U Diese Aulfassung vertritt auch STEVENS (1975, 8. 34 u. 107£), freilich ohne daraus
thnliche Schlusse wie Ekman zu zehen,

OSmveENS (1975, 8, 107).

U lbenda, S 14
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punkt Fechners wiirde man auf das Webersche Gesetz beim Linienvergleich
hinweisen und die keineswegs lineare, sondern stark gekriimmte logarithmi-
sche Empfindungsfunktion ermitteln.

Wie sehr das Fehlen einer absoluten BezugsgréBe das Stevenssche Gebiu-
de der Exponentenrelationen ins Wanken bringl, zeigt sich, wenn man
einmal in Gedanken den Exponenten fiir die Zahlenempfindung vom Wert 1
gegen den Werl 0 und damit zugleich alle anderen wahren Exponenten
gegen 0 schrumpfen 1aBt, ohne dabei die gemessenen Exponenten zu verdn-
dern. Zeichnet man die Empfindungsfunktionen in ecinem Ins-Inr-Dia-
gramm ein, dann fihrt der Schrumpfungsproze3 zur Drehung aller Geraden
zur Abszisse hin. Bei gegebener Spannweite der Inr-Werte strebt dadurch die
Spannweite der Ins-Werte auf der Ordinate gegen 0. Die Kriimmung der Ins-
Kurve verliert auf diese Weise zunehmend an Bedeutung, und die Ins-Kurve
kann schlieBlich durch eine Gerade approximiert werden. Damit kommen
wir faktisch zu einem halblogarithmischen Diagramm, was impliziert, dal
im Grenzfall alle Stevensschen Potenzfunktionen durch logarithmische
Funktionen vom Fechner-Typ darstellbar sind.

Um diese heuristischen Uberlegungen zu iiberpriifen, nehmen wir an,
daB die Empfindungsfunktionen logarithmisch sind und probieren
s, =u; +f, Inr, als Empfindungsfunktion fiir Zahlen und s,=o,+f,Inr,
als irgendeine andere Empfindungsfunktion, Wegen**

(20) oy -+, nry —a,+ 8, Inr,

erhalten wir tatsiichlich die Geradengleichung

B
) und El'-ﬁl_

; (!:2—5!1
(21) Inr,=Inx+@Inr, mit x=exp ﬁ'—
die der Stevensschen Funktion (14) entspricht, wenn die von den Versuchs-
personen genannien Zahlen als ,Reiz" r, und nicht als Emplindung s
gedeutet werden. Dies ist Ekmans Resultat, das in villig analoger Weise
auch auf beliebige andere Reizzusammenstellungen ausgedehnt werden
kann,

Eine moglicherweise an dieser Stelle auftretende Frage ist. ob Stevens
vielleicht teilweise Recht hat, indem einige Empfindungsfunktionen expuo-
nentiell, andere hingegen logarithmisch sind. Die obigen heuristischen
Ausfiithrungen fihren zu einer eindeutigen Verneinung dieser rage. In de

=+ Hier sind die logarithmischen Funktionen bis ool eme additve Konstante
bestimmi. da cine Anderung der Dumension von F keinen Danflul haben darl;
g pfnles) ey fine ot oaw o) I|'|:|||'~
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Tat, probiert man einmal s;=a,+f, Inr, und s;=23,Y: so dall beim
Cross-Modality-Matching die Gleichung

(22) &, + B, Inr, =%, 122
gelten mibte und folglich

o F .
(23) lnr, = =24 250

| 1

wiire, so ergiibe sich wegen 1§z = (€72): = 82772 ypd @, >0 eine kon-
vexe Kurve im Inr,-Inr,-Diagramm, die den Stevensschen MeBergebnissen
widerspricht. Stevens hat also mit seiner Interpretation der Melergebnisse
entweder Recht oder er hat Unrecht. Eine Zwischenlosung gibt es nicht.
Zusammenlassend konnen wir somit feststellen: Ob die Empfindungsfunk-
tion der Klasse der Potenzfunktionen (s=x#r®) oder der Klasse der logarith-
mischen Funktionen (s=a+ filnr) angehoren, bleibt bei den Ergebnissen
der direkten GrolBlenschitzung offen. Auf jeden Fall miissen aber alle
Empfindungsfunktionen zur selben Klasse gehoren. Das heilit z. B., dal3 alle
Empfindungsfunktionen logarithmisch sind, wenn nur eine einzige logarith-
mische Funktion nachgewiesen wird,

1.3.4. Die empirische Bestiitigung des Fechnerschen Gesetzes

Das Phiinomen der logarithmischen Intervallskalen

[2ie Frage st jeizt, welche Klasse von Empfindungsfunktionen in der
Wirklichkeit vorliegt: Jene der loganthmischen oder jene der Potenzfunk-
tionen, Zwar kommt man weder iiber Addition gerade merklicher Unter-
schiede noch iiber direktes Number-Matching zur Entscheidung, doch gibt
es ein Verfahren, welches es wenigstens prinzipiell gestatiet, die richtige
Funktion zu finden.

Es ist das Verfahren der Intervallsehitzung, bei dem die Versuchsperson
eebeten wird, gegebene Reize in subjektiv diquidistante GroBenkategarien zu
unterteilen oder eine Abfolge von Reizintensititen so zu manipulieren, dafl
die Abstiinde zwischen ihnen subjektiv gleich erscheinen, DaB bei diesem
Verlahren, das ja der Idee nach der Fechnerschen Addition von Reizschwel-
len éihnelt. nicht mehr als eine Intervallskala herauskommen kann, versteht
sich von selbst. Der grundlegende Unterschied zwischen dieser Methode
und den direkten MeBmethoden liegt darin, daB nicht ein Reiz mit einem
anderen verglichen wird, sondern der Zuwachs eines Reizes auf einem
bestimmiten  Intensititsmiveau mit einem Zuwachs desselben Reizes auf
I 1'Il‘|1.|L'T'l...'I'l Intensitiatsnivea.

Welche Giesetzmithigkent fir die subjektiv gleich erscheinenden Abstiinde
e pelten, wenn die eine oder die andere Funktionsklasse vorliegt, erkennt
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man aus der Forderung
(24) As=5 (r)dr=const.,

die impliziert, daB die Elastizitat von Ar in bezug auf 7, und jene von s'(r) in
bezug auf r, die wir 14, , und 5y, . nennen, sich zu Null erginzen:

(25) NAror= —Nairtr:

— g (r,r 1St ein Konkavitiitsmal} und charakterisiert eindeutig die gesuchte
Funktionsklasse:

(26) o B 1—O@<s(ry=a+f6r°, fi=0, & =+0,
Tewr=1 | <ss(=a+flnr, B>0.

Durch Nachrechnen liBt sich diese Behauptung leicht iiberpriifen. Wird (26)

in (25) substituiert, so erhiilt man fiir die beiden konkurrierenden Gesetze:

27) <1, wenn s=xr?, ©&>0  (StEVENS),

TS I, wenn s=ua+fInr (FECHNER),

Beim Fechnerschen Geserz nimmt also die GriBe der gleich erscheinenden
Zuwachsschritte proportional und beim Stevensschen Gesetz unterproportio-
nal mit der GrobBe des Reizniveaus zu. Falls ©<0, d.h. n4, ,> 1, dannist dic
Empfindungsfunktion stirker als eine logarithmische Funktion gekriimmt:
weder das Fechnersche noch das Stevenssche Gesetz liegen vor.

Ekmans Argumentation hat uns gezeigt, dal} es vom theoretischen Stand-
punkt aus keinen Gegensatz zwischen den Stevensschen Aussagen und dem
Fechnerschen Gesetz gibt. Die dadurch bereits eingeleitete Rehabilitierung
Fechners wird durch die Messungen nach der Intervallmethode vervollstin-
digt. Sie weisen dem logarithmischen Empfindungsgesetz weit mehr Rele-
vanz zu, als es Stevens und seine Epigonen®® wahrhaben wollen.

So ermittelte zwar der Urheber der Intervallmethode Prateau (1872) den
Wert 14, ,=2/3, als er eine Reihe von Malern bat, mit Hilfe von Farben cin
Grau in der Mitte zwischen Schwarz und Weill zu mischen®®, doch mufite ¢1

** Vel dazu die Beitriige in dem von CARTERETTE und FrRiEnMax (1974) herauspe
gebenen “Handbook of Perception”.

26 Gibt es nur zwei Intervalle, die einander gleich gemacht werden sollen, spricht
man auch von der Bisection-Methode. Die Versuchsperson wird daber pebeten, cinen
von thr manipulierbaren Reiz 5 in die Mitte aweier anderer Rewe vy und £, 2u lepen
Gilt das Fechnersche Gesetz, dann ist zu erwarten, dall r = Jryr, . denn diese
Gleichung mnplizier!, dald

e, 4 |||r‘r.

Inr .
¥
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sich alsbald von DELBOEUF (1873, bes. 5. 50-101) korrigicren lassen, der das
Experiment in modifizierter Form wiederholte: Delbocul erzeugte den
Grauton durch eine rotierende Scheibe mit schwarzen und weilien Feldern,
was den Vorteil einer exakten Kenntnis des Mischungsverhiiltnisses brachte,
Seine Ergebnisse sprachen [iir die logarithmische Funktion.

Bei der Wiederholung von Delboeufs Experiment fand Guilford (1954,
S. 1991, dabB die Kriimmung der Empfindungsfunktion nicht, wie Plateau
behauptete, kleiner als die der logarithmischen Funktion, sondern im
Gegenteil sogar etwas grofer ist. Aus scinen Zahlenangaben errechnet sich?”
niamlich 5y, .= 115, was eher fiir Fechners Hypothese als [liir die von
Stevens spricht.

Auch HeLsons (1947) Experimente bestiitigen eine logarithmische Emp-
lindungsfunktion fir Licht- und Lautstirken. Werden nidmlich mehrere
Reize nacheinander angeboten, dann pflegt das geometrische Mittel der
wahrgenommenen Reizintensititen als Adaptionsniveau, d.h. als Bezugs-
punkt fiir die sich anschlieBenden Reize zu fungieren. Die Formel fiir das
Adaptionsniveau (AN) lautet fiir wahrgenommene Reizintensititen r,

(28) AN=T]r¥

mit w; als Gewichtsfaktoren der einzelnen Reize. Wegen

(29) InAN=) w;lnr,

i=1

wird offenbar eine logarithmische Empfindungsfunktion impliziert?®,

Eine logarithmische Funktion (4, ,=1) ist weiterhin das Ergebnis eincs
Versuches, den TiTcHNER (19054, S. 33 u. S.82-85), wie er berichtet. von
Sanford iibernommen hat, und bei dem es darum geht, Gewichte in subjek-
liv dquidistante Kategorien einzuordnen.

Fast ein experimentum crucis liefert jedoch ein von THURSTONE (1929) und
GuiLrorD (1954, S. 103-106) durchgefuhrter Haufigkeitstest, der den An-
schein erweckt, als sei er als Antwort auf das Stevenssche Number-Maltching

" Schreiben wir die bis auf eine positive Lineartransformation bestimmte Empfin-
dungsfunktion als s=6r%, @40, wobei das @ als Faktor nur eine Vorzeichenfunk-
ion wihrmimmt, haben wir bei zwei Reizen r, und r,, deren psychologischer
Mittelwert rist, die Formel @79 = (@r9 +©r§)/2 woraus sich @ und damit auch

N = Map e =1 - € durch Probieren bestimmen liBt. Aus den von Guilford
ermmttelten Werten ¢ = 100, r, =2500 und #=411 erhilt man &= —0,1529...

Vi eme detaillierte Begriindung der Formel siche auch Hecson (1964, S. 57-62).
Ine Begehung 2om Fechinersehen Giesete wird in der reformulation® aufl S, 197-231
Behandelt, Vel Terner Fomsson (1955, S 343 148),

i LTI R ETS (T TR
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konstruiert worden, was wegen der zeitlichen Reihenfolge freilich gar nicht
mdoglich ist. Die Versuchspersonen haben dabei die Aufgabe, weille Karten,
die in unterschiedlicher Dichte mit schwarzen Punkten iibersit sind, nach
der Zahl der Punkte in subjektiv dquidistante, durchlaufend numerierte
Kategorien einzuordnen. Es zeigt sich, dall die Kategorieziffern eine loga-
rithmische Funktion der wahren Punktzahl sind. Gegen diese Versuche (wie
dhnlich auch gegen den von Sanford) kann freilich eingewendet werden?”,
dald die Versuchspersonen moglicherweise dazu neigen, die Kategorien
gleichméBig zu besetzen, und deshalb die Verteilung der Punktdichten in der
Menge der einzuordnenden Karten einen Einflub auf das Ergebnis hat
Doch wenn man den Einwand fiir gravierend hilt, mull man sich fragen, ob
es wohl ein Zufall ist, dali die Menschen ein Zahlensystem gewiihlt haben,
bei dem die Linge der geschriebenen Zahl nicht proportional zu der mit thr
ausgedriickten Hiufigkeit, sondern proportional zu deren Logarithmus ist.

Trotz ithrer Kritik an dem betrachteten Experiment miissen auch STEVENS
und GALANTER (1957) und SteEvens (1961) die Tendenz der Ergebnisse
bestiitigen®®. Auch sie finden bei den Intervaliskalen im Vergleich zum
Number-Matching einen nicht mehr erklarbaren Bias hin zu einer stirkeren
Kriimmung der Kurven, wegen (24)-(27) also auch hin zum Fechnerschen
Gesetz.

Zum Problem dieses Bias sind im AnschluBl an die oben erwihnten
Arbeiten von Stevens und Galanter eine ganze Reihe von empirischen
Untersuchungen durchgefiihrt worden. Das [tir Fechner lrivmphale Ergeb-
nis fassen ExMAN und S1OBERG (1965, S.464) in ihrem Ubersichtsartikel
zusammen:; “The logarithmic relation between indirect interval and direcl
ratio scales is now a well-established fact for a great number of continua.”
Von den empirischen Untersuchungen seien besonders jene von GALANTER
und MESSICK (1961) und EISLER (1962b) hervorgehoben®!, In beiden Unter-
suchungen wird fiir die Lautstirkeemplindung eine logarithmische Inter-
vallskala und eine Potenzfunktion als Number-Matching-Skala nachgewic-
sen. Das Ergebnis ist insofern von groller Bedeutung, als gerade in bezug aul
die Lautstiirke besonders viele Cross-Modality-Studien durchgefiithrt wor-
den sind®?. Es sei aber nochmals in Erinnerung gerufen: Das gesamle
Stevenssche Skalensystem fiihrl bereits dann zu logarithmischen Emplin-
dungsfunktionen, wenn nur fiir irgendeine in thm enthaltene Skala ¢ine
logarithmische Bezichung nachgewiesen wird!

Neben den angefiihrten Ergebnissen findet man Evidenz [ir logaritho
sche Funktionen tibrigens auch bei einigen technischen Mallskalen. So stelli

2 Siehe THURSTONE (1929, S 223().

W Vel auch STEvENS (1975, S. 130 b, 147 149)
o Siche Srevens (19755115 120)
O Weilere 2u analogen Erpgebrssen Dihrende ntersachongen werden ber By sar

Ll Saompes (S stent
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die Decibel-Skala fiir die Lautstirke eine logarithmische Beziehung zum
physikalischen Schalldruck her. die Blendeneinteilung in der Photographie
ist eine logarithmische Funktion der Lichtenergie, und entsprechendes gilt
auch fiir die DIN-Skala der Filmempfindlichkeit*".

AuBerordentlich erstaunlich ist es weiterhin, dall im Trend sogar ecine
logarithmische Beziechung zwischen der Tonleiter und der Frequenzhdhe
bestcht, wie es Abb. 4 verdeutlicht**, Die systematische Schlingelung um
den logarithmischen Trend rithrt daher, dafi zwar je sieben Tonschritte
(Oktave) zu einer Frequenzverdopplung fithren, nicht jedoch jeder einzelne
Schritt zu einem gleichen prozentualen Anwachsen der Frequenz.

In der Schlingelung driickt sich die von J.S. Bach vorgeschlagene Wohl-
temperatur der Tonskala aus. die zur Vermeidung von Tonschwebungen die
Frequenzrelationen aller Tonpaare dem Verhiltnis zweier ganzer Zahlen
gleich macht. Die Wohltemperatur widerlegt nun nicht, wie man vielleicht
glauben konnte, die Fechner-Hypothese, dall gleiche Prozentspriinge als
subjektiv gleich erscheinen, denn die Stufen auf der wohltemperierten Skala
erscheinen als unterschiedlich, was sich z B. daran zeigt, dab das Klanghild
einer in A-Dur sich von jenem einer in C-Dur gespielten Melodie unterschei-
det, wihrend der Sprung iiber eine ganze Oktave das Klangbild unveriindert
i ft.

subjektive

Tonhéhe
u.h'

(e
f,, / ) Oktave
[

60 62 64 66 68 In Frequenz (in hz)

T

440 hz

Abbildung 4

"3 DIN | Blendenstule = Verdoppelung bzw. Halbierung der Lichtintensitit.

o zur lastorischen Entwicklung der Tonskala vgl. Boring (1942, 8. 312-332). Die
Verbindung mit dem psychologischen Relativitiitsgesetz wird bereits ber E.H. WERER
(1846, S106), Wunpd (1963, S. 81 und Liers (1905, S, [15-128 (Theorie der Ton-

thythien)) |u'|'}l,:.'5t1'.||l.
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Das Ergebnis ist insofern von besonderer Bedeutung, als bei der histori-
schen Entwicklung der Tonleiter sicherlich keine Mathematiker das Sagen
hatten. Viclmehr zeigt sich auch hier das Fechnersche Gesetz in aller
K larheit: Gleiche relative Frequenzinderungen werden als gleiche absolute
Tondnderungen empfunden,

Auch experimentell konnte dies bestdtigt werden. So stellte WARD (1954,
bes. S.373) fest, daB sich Musiker zwar bei der Aufgabe, die Oktave eines
dargebotenen Basistones zu ,,produzieren”, recht schwer taten, doch immer-
hin blieben sie, als es um die Herstellung héherer Oktaven ging, mit
erstaunlicher Exaktheit bei ihrer ,subjektiven Oktave™: lhre .subjektive
Oktave” war also in der Regel keine Frequenzzunahme von 1007, doch
machte sie einen in bezug auf die Ausgangsirequenz festen Prozentzuwachs
aus”’,

Die Ergebnisse neurologischer Messungen

Die bisher angefiithrten empirischen Befunde haben eines gemeinsam: In
jedem Fall ging es um eine funktionale Beziehung zwischen einer physika-
lisch meRbaren Grofie und einer subjektiven Empfindung, die durch einen
bewufiten Willensakt wieder in ein objektives MaB verwandelt werden
multe, um mitteilbar zu werden. Ein ganz anderer Weg, dér subjektiven
Empfindung nachzuspiiren, besteht in der direkten Messung der elektro-
chemischen Prozesse im Nervensystem. Fiir einfache Reize, die im Prinzip
von einem Rezeptor nebst Nervenfaser allein zu iibermitteln sind, ist man
dabei bereits erstaunlich weit gekommen, was insbesondere den Untersu-
chungen von FroHLICH (1921) und ADRIAN (1928)* zu verdanken ist. Man
weil jetzt, daB der bei einem Rezeptor auftretende Reiz dort zuniichst in
einen Aktionssirom umgewandelt wird und dann in einem komplizierten
Wechselspiel chemischer und elektrischer Prozesse iiber die Nervenfasern
weitergeleitet wird. Hervorzuheben ist hierbei, dall die Intensitit eines
Reizes die (in mV gemessene) Stirke des Aktionsstromes und diese ihrerseits
die Frequenz von Impulsen, die die Nervenfasern durchlaulen, steuerl.

¥ Die Tonfrequenz gehort zur Gruppe der sog. methatetischen (qualitativen)
Kontinua, fir die nach STEVENS {1957) auch mit Hilfe des Number-Matching logarith-
mische Funktionen gewonnen werden kinnen. E1sLER (1963, S. 252) weist daraul hin.
duB dieser Umstand eine lineare Funktion der Zahlenemplindung impliziert, wis
nicht mit den obigen Uberlegungen zur logarithmischen Zahlenemplindungsfunktion
vereinbar ist. EkmMAN und Si10OBERG (1965, S5.470) entgegnen aber «u Recht, dald div
Vorstellung eines Nullpunktes bei metathetischen Skalen unsinnig ist. Wenn dic
Versuchsperson trotzdem zum Number-Matching veranlalit werde, verwende sie die
Zahlen nicht zur GriBenschiitzung, sondern nur, um unterscluedhehe Kategorien 2
beziffern, Dann hiitte dic Versuchsperson “the best i an impossible experimend
sihuation™ getan,

O eine 2usammenfassende Darstellung siche auch Aviean (10320 1947T),
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Von besonderer Bedeutung ist fiir uns die funktionale Beziehung zwischen
Reizintensitiit, Stirke des Aktionsstromes und Impulsfrequenz. Das erste
Ergebnis hierzu stammt von FROHLICH (1921, bes. 5. 13); ihm gelang es, fir
die Lichtempflindung die Aktionsstromstiirke als logarithmische Funktion
der Reizintensitit nachzuweisen. Ahnlich folgt aus den Versuchsergebnissen
von HARTLINE und GrRAHAM (1932), HARTLINE (1938), FuorTes (1959) sowie
FuorTes und PoGGio (1963), daB die Lichtintensitit nach einer logarithmi-
schen Funktion in die Impulsfrequenz transformiert wird. Die Kompatibili-
tdt mit Frohlichs Ergebnis erfordert dann natiirlich eine Proportionalitét
zwischen Aktionsstromstirke und Impulsfrequenz. Genau das wurde von
Katz (1950) und FuorTes und PoGaGio (1963) nachgewiesen. Auch [iir
andere Sinnesbereiche konnten diese Ergebnisse bestatigt werden. So haben
Garampos und Davis (1943) und Tasaki (1954) auch fiir die Ubermittlung
der Lautstirke approximativ logarithmische Funktionen gefunden, und
nach MATTHEWS (1931) und vAN LEEUVEN (1949) ist die Frequenz in den die
Muskelspannung meldenden Nervenbahnen eine logarithmische Funktion
des vom Muskel gehaltenen Gewichts®”. Die Parallelitiit solcherlei Ergeb-
nisse zum Fechnerschen Gesetz, auf die besonders von GramiT (1955, §. 8-
23) hingewiesen wurde, ist nicht zu iiberschen®®. Einschrinkend mubB aller-
dings bemerkt werden, dald bei den zitierten Untersuchungen der wahre
Kurvenverlauf gegeniiber dem einer logarithmischen Funktion an den

*" Bei andauerndem Reiz kommt es im Zeitablauf zu einer Abnahme der Impuls-
frequenz als Kennzeichen eines Adaptionsvorganges. Die logarithmischen Funktio-
nen bezichen sich, soweit es um die Impulsfrequenz geht, in der Regel aul die
maximale Frequenz, definiert als

1
~minimaler Zeitabstand zwischen zwel Impulsen®

oder ,Zahl der Impulse in der ersten '/, Sekunde”. Milit man die lmpulsfrequenz
iiber einen lingeren Zeitraum oder zum Abschlufl einer langeren Zeitspanne, erhalt
man mitunter, wie es sich bei den Untersuchungen, an denen Hartline beteiligt war,
gezeigt hat, keine logarithmischen Funktionen mehr, da in diesem Falle der mogl-
cherweise je nach Reizintensitdt unterschiedliche AdaptionsprozeB das Ergebnis
beeinflussen kann, Das gleiche gilt, wenn man die Frequenz aus den ,ersten x
Impulsen™ berechnet, wo dann sogar noch eine intensitdtsabhiangige Verinderung der
Mebperiode mit ins Spiel kommt., Mibt man die Frequenz nach erfolgter Adaption in
Abhiingigkeil von der Intensitit des ununterbrochen priisentierten Reizes, hat man
wieder eine cindeutige, logarithmische Funktion, Siehe dazu Garamsos und Dawvis
(1943, 5 48). Anzumerken ist, dal} eines der von Galambos und Davis wiedergegebe-
nen Resultate (S.47, Figur 8) im halblogarithmischen Diagramm schwach konkav ist,
wits anzeigl, dald dic Frequenziunktion dort stirker als eine logarithmische Kurve
pekriimmi sl

ORosNEr und Ciorr (1967) vertreten die Memung, dall die Ergebnisse aveh im
Fank b ot dem Potenzpeesetz stehen, Thre eigenen Messungen geben dieser Position
indes wemyge Unlerstitzung: Swe messen die Bezichung swischen der Stiirke eines
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Grenzen des Reizkontinuums abgeflacht ist, so dall im halblogarithmischen
Diagramm ein Verlauf entsteht, der einem etwas zackig gezeichneten §
entspricht. Wie man durch Integration der Konig-Brodhunschen Kurve der
Abb. 2 leicht iiberpriifen kann, liegt damit vermutlich dasselbe, im prakti-
schen Reizbereich irrelevante Phiinomen vor, das fiir die Zunahme der
relativen Reizschwelle bei extremen Reizniveaus sorgt. Die Abflachung i1st
rein technisch auch gar micht zu vermeiden, wenn es eine absolute untere
Reizschwelle und eine Obergrenze fiir die ibermittelbare Impulsirequenz
sibt .

1.3.5. Ergebnis

Die Frage nach dem psychophysischen Gesetz ist die Frage nach der
Beziehung zwischen der objektiven Grolie der von den Sinnen wahrgenom-
menen Reize und der subjektiven Empfindung dieser Grille. Es gibt zwei
miteinander konkurrierende Antworten, das Fechnersche Logarithmus- und
das Stevenssche Potenzgesetz.

Das Fechnersche Gesetz folgt aus dem Weberschen Geserz der Relativitiit
der Reizschwellen unter der Annahme, dal} Reizinderungen, die gerade die
Fiihlbarkeitsschwelle tiberschreiten, als subjektiv gleiche Anderungen anzu-
sehen sind. In der fehlenden Begriindung dieser Annahme liegt die Schwiiche
der Fechnerschen Gesetzeshypothese. Im Gegensatz zu dieser indirekten
Schlufiweise lolgt das Stevenssche Gesetz aus dem Number-Matching, der
direkten Zahlenangabe zur Stiirke des Reizes durch die Versuchsperson. Das
Number-Matching hat mittlerweile fiir eine Vielzahl von Reizkontinua zu
konsistenten MeBergebnissen gefiihrt. Dazu gehoren auch Messungen der
subjektiven Vorstellungen von Reizen im weiteren Sinne, wie der Linge
einer Linie und der GriBe einer Fliche. Aber das Stevenssche Gesetz krankt
an einer nicht begriindbaren Annahme zur Interpretation der MeBergebnis-
se, nimlich der, daB dic Versuchspersonen mit ithren Zahlenangaben dic
subjektive Empfindungsskala wiedergeben. Gibt es auch eine subjektive

clektrischen Stromstolies (r) und der Stiirke von dadurch induzierten Gehirnstriimen
() und iibertragen die Ergebnisse in ein Diagramm mit Ins als Ordinaten- und In/
als Abszissenbezeichnung. Da alle aufl diese Weise erhalienen Punktwolken nach
bloBem Augenschein ganz eindeutig auf konkave Kurven hindeuten, sollte man
erwarten, dall die Autoren keine Potenziunktionen, sondern vielleicht eine logarithmi-
sche Funktion ermitteln. Sie probieren beide und errechnen in der Tat bei letziere
eine deutlich kleinere Varianz der Residuen (8. 201). Die kleinste Vartanz der Resi
duen ermitteln sie aber fiir Kurven, die aus zwei linearen Stiicken zusammengesclsl
sind, deren jedes durch eine Potenzfunktion beschricben wird, Hiitten sie mit 2w
CGieradenstiicken noch nicht die kleinste Varianz erzielt, so hiitten sic auch dren oule
mehr Stiicke nehmen kénnen. Irgendwann wiren sie aul diese Weise mit Sicherheit 2o
einer Bestiitigung des Stevensschen Gesetzes gekommen. Weleh treffliche Methode!

¥ Die Ohergrenze rithrt daher. dall jede Nervenzelle nach der Ulbermattlung cines
Impulses in eine sogenannte refraktire Phase von etwa 0001 Schonden el
withrend derer sie keine Impulse weiterleiten kann.
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Emplindungsfunktion fiir Zahlen, dann sind alle Messungen Cross-
Modality-Ergebnisse und dem Stevensschen Gebidude der Potenzfunktionen
fehlt ein Numeéraire, der die Bezichung zur wirklichen Empfindungsintensi-
tiit herstellt. In diesem Fall kénnen die unbeobachteten wirklichen Empfin-
dungsfunktionen vielerlei Gestalt annehmen. Sie kiinnen Potenzlunktionen
bleiben, wie Stevens es behauptet, aber sie konnen auch logarithmisch sein.
Nur eines ist, wenn die Stevensschen Messungen verldBlich sind, sicher: Sie
miissen alle zur selben Klasse gehiren.

Der theoretisch richtige Weg zur Emplindungsmessung liegt in der Inter-
vallschitzung, bei der die Versuchspersonen Reize in dquidistante Kate-
gorien aufteilen miissen. Die aufl diese Weise durchgelfilthrten Untersuchun-
gen bestitigen die Hypothese der logarithmischen Empfindungsfunktionen,
also das Fechnersche Gesetz. Nimmt man diese Messungen wie die Stevens-
schen als richtig an, dann bleibt nur noch ein SchluB tibrig: Auch fiir alle von
Stevens untersuchten Reize gibt es logarithmische Emplindungsfunktionen
und insbesondere gibt es eine logarithmische Empfindungsfunktion fiir Zahien.

Neben den Ergebnissen der Intervallschitzungen ist noch ein weiterer
Hinweis auf das Fechnersche Gesetz zu beachten. Er liegt in den Versuchen
zur direkten Messung der bei der Ubermittlung einfacher physikalischer
Reize in den Nervenbahnen auftretenden elektrischen Impulse. Das Ergeb-
nis dieser Untersuchungen besagt, dall in der Regel die Impulsfrequenz eine
logarithmische Funktion der Reizstirke 1st.

L4, Die gemeinsame Basis; Das Webersche Relativitiitsgesetz

.In observando discrimine rerum inter se comparatarum non differentiam
rerum, sed rationem differentiae ad magnitudinem rerum nter se compara-
tarum percipimus.”

Diese Worte, mit denen E.H. Weser (1834, S. 172)*? selber seine Theorie
der Reizschwellen verallgemeinert, sind die gemeinsame Basis, aufl die sich
die Ansiitze von Bernoulli, Fechner und Stevens stellen lassen. Alle Ansitze
haben niamlich eines gemeinsam: Sie gehen davon aus, dal} die Menschen ihr
Augenmerk aul relative statt aul absolute Reizveriinderungen richten. Glei-
che relative Anderungen sind gleich merklich, gleich intensiv oder gleich
wichtie. Ob aufl dem psvchologischen Kontinuum wie bei Bernoulli und
Fechner gleiche Empfindungsdifferenzen oder wie bei Stevens gleiche Emp-
lindungsrelationen als gleich angesehen werden*' oder ob man wie Weber
war nicht an eine funktionale Bezichung zwischen Reiz und Empfindung
denkt, tut daber wenig zur Sache. Das von Weber formulierte allgemeine

" Ahnheh such Wenek (1834, 5. 161 v 173),
U2 allgemeneren Version dhrer Giesetze vl Frcnner (18601, 8. 54-69) und
SUvems (WS, 5 TR)
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psychologische Relativititsgesetz, das wir von nun an meinen, wenn wir vom
Weberschen Gesetz sprechen, ist die durch tiigliche Erfahrung bestitigte
gemeinsame Basis® .

Wir erkennen einen Gegenstand bei starkem und bei schwachem Licht,
weil die Lichtintensitdtsverhdltnisse seines Abbildes auf der Netzhaut kon-
stant bleiben, und unabhingig von seiner Entfernung, weil es nicht auf die
absolute GrofBe des Netzhautbildes, sondern auf seine Proportionen an-
kommut. Eine Melodie erkennen wir unabhiingig von der Oktave, in der sie
gespielt wird und unabhiingig von der Entfernung, in der wir sie hiren, weil
uns gleiche Frequenzrelationen und gleiche Lautstidrkerelationen als gleich
vorkommen. Es macht uns keine Schwierigkeit, unseren durch ein Blech-
kleid mit Rédern vergroberten Korper alltiiglich durch das Verkehrsgewiihl
zu lenken, obwohl wir seit unserer Erschaffung nichts als einen vergleichs-
welse kiimmerlichen Korper zu steuern gelernt haben, und wir leben mit
dem Luxus unserer Wohlstandsgesellschaft genauso selbstverstiindlich, wie
es unsere Vorfahren unter weitaus bescheideneren Umstinden taten. Wie
hiitte im iibrigen Bohr die Atomstruktur an Hand eines Planetenmodells
erkldren konnen, wenn er nicht in Grollenrelationen gedacht hitte?

Das Webersche Relativitiitsgesetz ist sicher nicht aufl die physiologische
Erkenntnis zuriickzufiihren, daB die Impulsirequenz bei einfachen physikali-
schen Reizen eine logarithmische Funktion der Reizintensitit ist. Dies kann
nur eine seiner vielfdltigen Ausprigungen fiir besonders einfache Reize sein.
Das zeigt sich am Beispiel der Empfindung von Tonhdhen ganz deutlich.
Nach der von HeELmuovLTZschen (1869) Theone, die nach einer weitgehen-
den experimentellen Fundierung durch GaraMeos und Davis (1943) und
ihrer Modifikation durch von BEkEsy (1956) als gesichert gelten darf*?, wird

“* Die Varstellung eines tiefer liegenden Relativitiitsgesetzes wurde von Wunpi
(1863, bes. 5.65-76) entwickelt und bei WuxpT (1908, bes. 5. 629-645), GROTENEELD
(1888), MEmNONG (1896), Lires (1902; 1905, S. 231-287) weiterverfolgt, Mehr aus dem
Wunsch heraus zu zeigen, dal aus dem Weberschen Gesetz auch noch etwas anderes
als das Fechnersche folgen konne, als durch wirkliche Fakten veranlaBl, propagierten
diese Autoren allerdings die Potenzfunktion der Empfindung, mitunter sogar in ihrer
speziellen Form @ =1 (Proportionalitit). Sie hatten offenbar den Eindruck. dals,
besonders wenn gleiche Rewzrelationen gleiche Empfindungsrelationen hervorrulen,
eine ,rein-psychologische” (Grotenfeld) Erklirung des Relativitiitsgeselzes vonniten
wiire. In neuerer Zeit wurde fibrigens von Krantz (1972) die umfassende streng
formale Axiomatisierung einer “relation theory” versucht,

*' Von Békésy erhielt fiir sein Modell der Ohrfunktionsweise 1961 den Nobelpreis
Er widerlegte die von Helmholtzsche Vermutung, dall die Membranen in der mit cine
Flissigkeit gefiillten Schnecke mit den gehorten Frequenzen schwingen, Dazu sind sic
schon deshalb nicht in der Lage, weil sie nicht unter Spannung stehen. Dennoch
kiinnen nach von Bekesy die in der Rethenlolge ithrer Steilhent angeordneten Membey
nen spezilische Frequenzen oder penaver begrenzte Frequenzbinder emphnden, wie
es von Helmholtzy vermutede.



A Die Psychologie der Risikobewertung 155

nicht etwa, wie es vielleicht plausibel wiire, die Tonfrequenz iiber eine
einfache Funktion in eine Frequenz der Nervenimpulse umgesetzt, sondern
es gibt lrequenzspezifische Rezeptoren. wobei die Impulsfrequenz der ange-
schlossenen Nervenfasern nur die Aufgabe der Lautstirkeniibermittlung hat
(nach emnem logarithmischen Gesetz). Die Tatsache, daB} liberhaupt ein
Impuls iiber eine solche Faser gesandt wird, wird im Zentralnervensystem
mit einer bestimmien Tonfrequenz assoziiert.

Den Nachweis cines iibergeordneten Relativititsgesetzes liefern aber vor
allem die oben zitierten empirischen Untersuchungen iiber die Empfindung
von Streckenliingen (Stevens, Eisler) oder einer Anzahl von gleichmiBig
verstreuten Punkten (Thurstone, Guilford). Wenn wir hier Relationen
empfinden, so bedarf das doch sicherlich eines sehr komplizierten Auswer-
tungsvorgangs des Netzhautbildes im Zentralnervensystem. Noch kom-
plexer ist der Emplindungsvorgang, wenn es um bloB vorgestellte Reize geht.
Wie das Number-Matching beweist, gilt aber Webers Relativitdatsgeselz
selbst hier.

So zeigl sich, dall unsere Sinne ganz allgemein auf die Relativitiit getrimmt
sind. Dal} dies so 1st, st sicher kein Zufall. Die Ursache liegt vermutlich
darin, dall die Informationen, die in den von der Umwelt aufgenommenen
Reizen enthalten sind, in einer Relativsprache kodiert sind: Gleiche Laut-
starkerelationen, gleiche Relationen der Lichtintensititen oder gleiche
GroBenproportionen bedeuten in der Regel eine gleiche Information. Es ist
daher gar nicht anders vorstellbar, als daB es ein Organismus, dessen
Struktur durch emnen langwierigen evolutorischen Optimierungsprozell ent-
standen ist, gelernt hat, den Relativcode unter 6konomischer Verwendung
von ,Rechenkapazititen™ zu entziffern, also die unwichtigen Informationen
tiber das Absolutniveau der Reize herauszufiltern und sich nur noch mit der
eigentlichen Information, den Reizrelationen, zu beschiftigen.

2. Das Webersche Relativitéitsgesetz und die Risikopriferenz

Um dem Weberschen Gesetz Rechnung zu tragen, wollen wir die von
Neumann-Morgenstern-Axiomatik um das folgende Axiom erweitern:

Schwaches Relativititsaxiom: Gleiche relative Vermigensinderungen

werden gleich empfunden.

Dieses Axiom liefert den von seiten der Psychophysik [undierten Kern der
Bernoullischen ldee. Es gibt eine zutreflende Beschreibung der Wirklichkeit,
wenn unsere Emplindung der GroBe eines Vermogens mit der Empfindung

ciner Zahlengrilie,

der Litnge ciner Geraden oder

der Anzahl von Punkten in ciner Punktwolke

parallel verkault
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Mil dem Axiom wird nicht gefordert, dall gleiche relative Verm&gensiin-
derungen zu einem Vermogensnutzenbetrag aufaddiert werden kinnen.
Und erst recht verlangt es keine logarithmische von Neumann-Mor-
genstern-Nutzenfunktion. Dennoch lifit das Axiom natiirlich eine logarith-
mische (und damit kardinale) Nutzenfunktion fiir sichere Vermégen zu. Die
ganz liberwiiltigende empirische Evidenz fiir ein logarithmisches System von
Emplindungsfunktionen legt eine solche Funkiion ja auch nahe. Beim
Mehrperiodenansatz werden wir daher auf das Fechnersche Gesetz zuriick-
greifen. In diesem Kapitel ist das aber allenfalls illustrationshalber notig.
Hier reicht die oben priésentierte schwache Version des Relativitiitsaxioms
aus,

2.1. Das Relativitdatsgesetz und der von Neumann-Morgenstern-Index

Wir haben uns die Frage vorzulegen, welche Implikationen das Relativi-
tatsaxiom fir die Gestalt der Risikonutzenfunktion hat. Das oben** defi-
nierte Mald fiir die Intensitdt der Versicherungsnachlrage g=p,..4/E(C)
kommt uns dabei sehr gelegen: Da nach dem Relativititsaxiom Gewinne
und Verluste in Vermdégensprozenten bewertet werden, bleibt die Entschei-
dungssituation des Versicherungsnachfragers unveriindert, wenn das An-
fangsvermogen a, die moglichen Schiden C und die aufgezinste Priimie pg
um den gleichen Prozentsatz anwachsen, wenn also @' =44, C'=1C und
P'g=Apg. Damit folgt auch, dab pl.g=4p,.. g und somil wegen

_ Pl APt

=E(C) " E(C) =const., A=0,

(30) 210

die Intensitit der Versicherungsnachfrage konstant bleibt. Anschaulich
kinnte man auch behaupten, dall die Intensitidt der Versicherungsnachfrage
bei einer Vermdgensversicherung von der Hohe des Vermogens unabhingig
ist. Aus dem Umstand, daf} p,,..q und E(C’) proportional mit A anwachsen,
kann man dann zusitzlich schlieBen, dall wegen pl,..g=E(C’)+n' auch der
Risikopreis © proportional wachsen mul}. Damit sind wir aus dem (allgemei-
nen) Weberschen Gesetz zur Forderung nach einer Konstanz der relativen
Risikoaversion in der Pratt-Arrow-Terminologie gekommen oder dem, was
PoLLag (1970, 8. 121) als ,schwache Homogenitiit" bezeichnet hat. Wie wir
in Gleichung (5) feststellen konnten, war diese Konstanz bei Bernoulli eine
[mplikation der logarithmischen Risikopriiferenzfunktion. Hier ist es umge-
kehrt: Aus dem Relativititsaxiom folgt die logarithmische Funktion als cine
der miglichen Funktionen. Die Frage ist aber, ob es nicht auch noch andere

4 Siche Gleichung (11 C 17),
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passende Funktionen gibt, Dafl Bernoulli sich diese Frage nicht vorgelegt
hat, sondern sie mit der wie selbstverstdndlichen Gleichsetzung von Risiko-
priferenzfunktion und Nutzenfunktion [iir sichere Vermdgen liberging, war
sein Fehler.

Die vollstindige Klasse der Risikopriiferenzfunktionen, die ein konstantes
g implizieren, ist wegen pl..q=Ap,xd=4aq—S(Aag—AiC) aus (11 C14)
durch eine linearhomogene Funktion fiir das Sicherheitsiquivalent,
S(V)=U '"{E[U(V)]}, gekennzeichnet:

(31) AUTHE[UMW]}=UTYE[U@AW)]}.

Dieser Umstand erlaubt den Riickeriff auf ein Theorem von AczeL*® (1966,
S.151-153), aus dem die einzigen streng monoton ansteigenden*® Funktio-
nen flir U () folgen, die diese Bedingung erfiillen:

(32) U (0)= av?: &0, >0,
q S line; p=> ().

(Auch strikt positive Lineartransformationen sind zuldssig.)

Diese Funktionen, die wir in Zukunft kurz Weber-Funktionen nennen
wollen, sind als Implikation der konstanten relativen Risikoaversion bereits
von PRATT (1964) und ArrOWw (1965) angefiihrt worden. Benutzt man das
von diesen Autoren entwickelte MalB fiir lokale relative Risikoaversion,
niimlich den negativen Wert der oben*” schon als KriimmungsmaBl verwen-
deten Elastizitit des Grenznutzens

U'(v)

(33) al)= _HU’IFL T U'(p) %

dann kann man die Risikopriiferenzfunktion als

_. il =8 £ i
(34) Ulp}:{” e fir z41

Iny fir e=1

schreiben, da sich ¢ als Konstante entpuppt. (Man beachte, dali unsere

Y Den Hinweds aul dieses Theorem verdanke ich L Strauf. Das Theorem haben
wir bereits oben i Kap. 11 D 2.1.4 im Zusammenhang mit dem Krelle-Schneider-
Ansilz benulzl.

O Dies muld wegen des Nichisiithigungsaxioms verlangt werden.

Cilerchumg (26)
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Annahme g> | impliziert, dalf £>0.) Fiir die Sicherheitsdquivalente ergibt
sich daraufhin

E(p:'!—;:}l[!—ilT H=|=l.,
(33) S(V)=4q !

A e=1,

i=1

mit v; als den moglichen Endvermogenszustinden und w; als thren Wahr-
scheinlichkeiten*®. Dal die Sicherheitsiiguivalentfunktionen in der Tat
linearhomogen sind, lieBe sich leicht zeigen.

Es st bemerkenswert, dal} die in (34) beschriebenen Funktionen den
Bernoulli-Fechner-Typ (¢=1), die Stevenssche Exponentiallunktion (&< 1),
aber auch einen weit stirker gekrimmten Funktionstyp {(¢> 1) umfaBt. Alle
drei Typen werden in der Abb. 5 dargestellt.

Uty)

I e>1

Abbildung 5

Da wir uns wegen der Annahme der Risikofurcht auf konkave Funktio-
nen beschrinkt haben, wurde (1—g)u'' ™", <0, nicht eingezeichnet. Bei
=0 fiinde man eine Ursprungsgerade und bei £ <0 eine konvexe, waapge-
recht im Ursprung beginnende Kurve.

Trotz Aczéls Theorem kdonnte man der Meinung sein, dall dem Relativi-
tiitsaxiom auch noch auf andere Weise Geniige getan werden kann. Da nach

 Fiir kontinuierliche Dichtefunktionen lautet das Sicherhensiquivalent i 1l

e=1: S{ I."]—-n‘.‘[* = eyl
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diesem Axiom die Priiferenzfunktion aufl relative Vermogensinderungen
abzustellen hat, liegt es nahe, die von Neumann-Morgenstern-Nutzen-
funktion statt iiber absolute Werte des Endvermdgens iiber Anteile des
Endvermogens am aufgezinsten Anfangsvermogen, v/ag. zu definieren™”,
Dieser Weg wurde im Prinzip, wenn auch fiir ein anderes Priilerenzmodell,
von Domar und MUSGRAVE (1944, bes. S5.402) und TOrNQvIST (1945, bes.
S.233) beschrieben, aber auch Markowitz (1952b, bes. S.155) schlug ihn
faktisch ein, als er die Lage der von ihm behaupteten konvexen und
konkaven Stiicke der Nutzenfunktion vom Anfangsvermdgen abhiingig
machte. Auch diese Autoren hatten also das Relativitdtsaxiom im Auge.
Weiterhin muBl an dieser Stelle TsiaNG (1972, S. 358) erwiihnt werden, der
den gesamten Verlauf der nicht mit (34) iibereinstimmenden Nutzenfunktion
U (v)=—e ™ so vom Anfangsvermogen abhingig machen méchte, dab eine
konstante relative Risikoaversion herauskommt®’, Das Sicherheitsiquiva-
lent des standardisierten Endvermogens wiire nach emnem solchen Ansatz
S(V/ag), sein Absolutwert also agS (V/ag). Da dieser Ausdruck eine linear-
homogene Funktion von V und agq ist, wiirde wegen

LV
. Aag—Aag S| —
o Daml. Ml i = q_ (ﬂﬂfi)

{SE}} g4 '_E{E"-’j =3 Hli(‘] - AE{C}

jede beliebige Nutzenfunktion zur Konstanz der Intensitit der Versiche-
rungsnachfrage fiihren. Sogar die verpinte quadratische Funktion wire
zuliissig, denn sie verlore die von Hicks kritisierte Eigenschaft®', daB der
Risikopreis mit wachsendem Vermdgen steigt. Im p-o-Diagramm wirde
namlich eine Vermdgenserhchung nicht mehr bedeuten, dall man innerhalb
eines festen Indifferenzkurvensystems bei gegebenem ¢ den Wert u erhoht.
Statt dessen wiirde sich gleichzeitig das gesamite Indifferenzkurvensystem
durch Ursprungsprojektion in eine neue Lage verschieben, so dall der
Risikopreis fiele, anstatt zu steigen. Leider ist dieser attraktive Ansatz in
allgemeiner Form nicht zuldssig, denn wir haben unversehens gegen das
Ordnungsaxiom, das eine Priiferenzordnung iiber Endvermogenszustinde
impliziert, verstoBen. Das zeigt sich, wenn wir den Fall der Versicherungs-
nachfrage betrachten und einmal fiktiv unterstellen, dem potentiellen Versi-
cherungsnehmer werde zum Periodenbeginn der Betrag x/q geschenkt und

U Man kinnte natiichich auch das nicht aufgezinste Anfangsverméagen wiihlen. Die
abige Formulierung entspricht aber am chesten den anschlieBend zitierten Autoren,
die i einem zeitlosen Modell argumentieren. hn librigen st der Unterschied von der
Sache her bedentungsios,

Myl 8

AR VA1 TR T R B
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gleichzeitig mitgeteilt, dal sich jeder mégliche Schaden (auch der ..Nullscha-
den®™) um den Betrag x erhhe. Fragen wir nach dem Sicherheitsiaquivalent
der Endvermdgensverteilung ohne Versicherungsabschlul3, erhalten wir die
ob solcher Tricks verstindnislose Antwort, dall selbstverstiindlich alles beim

alten geblieben sei, da sich die Endvermogensverteilung nicht verdndert
habe. Diese Antwort bestitigt das Ordnungsaxiom und erfordert, dal3

(37) m;5(““{};5):[&,{4_1]5(“9"‘—’i—[C—i—x]) ,

g+ x

Da diese Gleichung bei x=0 nur erfiillt werden kann, wenn §(.) lincarho-
mogen ist, sind wir wieder bei den in (34) genannten Funktionen und nur bei
diesen! Die Standardisierung der Endvermogensverteilung ist also kein
Ausweg.

Eine anschauliche Interpretation unserer Priferenzhypothese erhalten
wir, wenn wir einmal KRELLEs (1968, S. 144-147)°2 Vorschlag, U (v) in eine
Nutzenfunktion fiir sichere Vermogen u(r) und die eigentliche Risikopriile-
renzfunktion ¢(u) aufspalten, so daBl U(v)=¢ [u(v}]. Da nach dem Fech-
nerschen Gesetz

(38) ulvy=Inv

die Nutzenfunktion fiir sichere Vermigen ist, muld die Risikopriferenziunk-
tion [ir Nutzenwerte dann

[ I e o e£1,
39 v)=
(39) @ (v) {u, any

sein, damit sich aus der Verbindung beider Funktionen wicder (34) ergibt®”.

T vl 888
= Z.B.ist
(1 —::}.;-”—EHIH.-=“ —e)(eln) —E—(1 —I_::II:I —g

Bemerkenswert ist, dall die bei &1 in den Exponenten gesctzte deterministisclic
Nutzenfunktion u(v) nur noch bis auf eine additive Konstante bestimml ist, withremd
natiitlich (1 —gje'! " wie bekannt, bis aul eine positive Lineartransformation
festliegt. Zwar kann man schreiben

max E [(1 —g)e* !~ =¢"max E[(1 —a) e’ "],

doch ,.b" it sich hier nicht mehr vor den Eewartungsoperator achen. Lm e auch
nach der Aultellung der von Neamann-Morgenstern-Funktion nech als Kardiades
Ristkomald interpreticren 2u konnen, selzen wir b |
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Die Funktion (1 —g)e'! ™% g1, ist, wenn man u durch v ersetzt, als von
Neumann-Morgenstern-Funktion auf dem objektiven Kontinuum (Verma-
genswerte) seit ihrer Anwendung durch Freunp (1956) bekannt. Sie ist bel
£<| konvex und bei £>1 konkav, was wir hier in Analogic zum iiblichen
Sprachgebrauch als Risikovorliebe und Risikoaversion aufl dem subjektiven
Kontinuum gleichzusetzen haben. Bei eé=1 wird die logarithmische Funk-
tion nicht mehr modifiziert, und es liegt Risikoneutralitdt auf dem subjekti-
ven Kontinuum vor. Wegen der Kriimmung der logarithmischen Funktion
haben wir aber dennoch Risikoaversion auf dem objektiven Kontinuum. Sie
wird bei Konkavitit der eigentlichen Risikopriferenzfunktion e (u) ver-
stirkt, bleibt aber auch bei einer konvexen Funktion ¢ (u) noch solange
erhalten, wie £¢>0. Bei £¢<0 wird die Konkavitit der logarithmischen
Funktion durch die Konvexitidt von ¢ (u) kompensiert, und es entsteht
Risikoneutralitiit bzw, Risikovorliebe auf dem objektiven Kontinuum.

Es gibt eine weitere interessante Eigenschaft der Funktion, die man
entdeckt, wenn man die Funktion des sicherheitsiquivalenten Nutzens aus
dem Ansatz

(40) (1 —g) 1= SV = B [(1 —g) !t —0407]
als

iz B R 17 s n
(41) S[!:[V};{:IHE[“ ele J—In(l—e)

1—e

errechnet und dann einmal alle moglichen Werte, die die Nutzenverteilung
annehmen kann, um den Nutzenbetrag x erhéht. Man erhiilt

(42) S[u(V1+x]=x+5[u(¥)].
woraus z B.
(43) E[u(V)+x]—=8[u(V)+x]=E[u(V)] =5 [u(V)]

folgt. In der Gleichung (43) wird ein in Nutzentermini berechneter Risiko-
preis®® vor und nach der Verschiebung einer Nutzenverteilung vom Ausmal}
x ausgewiesen. Da der Risikopreis offenkundig von der Verschiebung
unberiihrt bleibt, kdnnte man sagen, die in (34) genannten Funktionen seien
durch eine murzenniveauunabhingige Risikoaversion ayf dem subjektiven Kon-
tinunm gekennzeichnel. Sie ist einer konstanten relativen Risikoaversion auf
dem objeltiven Kontinuum dguivalent.

vl Cilewhung (11 S)
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Fiir die nutzenniveauunabhangige Risikoaversion aufl dem subjektiven
Kontinuum bildet die Freundsche Funktion U(v)=—¢ " ein formal
gleiches, aber inhaltlich unterschiedliches Pendant auf dem ohjektiven
Kontinuum. PRATT (1964) und Arrow (1965) haben es konstante absolute
Risikoaversion genannt. Ersetzt man in (43) u(V) durch V und interpretiert
man x als eine Vermogensidnderung, so kinnte man anschaulich auch von
einer vermogensunabhingigen Risikoaversion sprechen, Bei aller formalen
Verwandtschaft bildet die vermégensunabhiingige Risikoaversion in gewis-
ser Hinsicht die Gegenthese zu unserer Priiferenzhypothese, die dem Vermo-
gen eine ganz bestimmte Rolle bei der Risikobewertung zuweist und damit
den durch & gemessenen subjektiven Einlluf durch einen objektiven erginzt.

Im niichsten Abschnitt A 2.2 werden wir die Implikationen unserer Priife-
renzhypothese und zum Vergleich auch die der vermigensunabhingigen
Risikoaversion fiir den Indifferenzkurvenverlaufl im p-o-Diagramm unter-
suchen. Nachdem dies geschehen ist, wird sich im Unterabschnitt A 2.3 die
Gelegenheit bieten, weitere inhaltliche Unterschiede beider Hypothesen
aufzudecken.

2.2. Das Relativitdtsgesetz im p-a-Diagramm

Da die Frage nach dem Verlauf der Indifferenzkurven im p-o-Diagramm,
wie wir wissen, nicht losgelést von einer von Neumann-Morgenstern-
Indexfunktion gesehen werden darf, muBd es hier um die Darstellung der in
(34) genannten Weber-Funktionen gehen. Natiirlich weisen die Indifferenz-
kurven die bereits abgeleiteten Eigenschaften auf, so das senkrechte Ein-
miinden in die u-Achse® und bei linearen Verteilungsklassen den konvexen
Verlaul®” wegen der durchweg unterstellten Risikofurcht.

Dafiir, wie auch fiir weitere Charakteristika, die noch abzuleiten sind, gilt
allerdings die derweil undiskutiert angefiihrie Bedingung, dafl der Delini-
tionsbereich der Nutzenfunktion den Streubereich der zu bewertenden
Wahrscheinlichkeitsverteilung umfassen muf}. Die Bedingung dullert sich in
ciner Beschrinkung der Wahrscheinlichkeitsverteilung auf die positive
Halbachse, bei e<1 mit und bei £=1 ohne den Ursprung. Im Fall emer
linearen Verteilungsklasse bedeutet dies, dalb

- > ;
(44) }L—Eﬁ{z}n, also p{é}.‘_{a, z;{{}l,

3 Die Forderung nach der Vermégensunabhiingighkeit der Ristkoaversion machi
PEANZAGL (1959a, 5.39; 1959b, S.288) zum Inhall scines Kownsistenzixioms. s
Webersche Relativitiitsgesetz impliziert daher in Verbindung out dem Fechnerschen
Gieselz die Gitltugkeit des Axioms aul dem subjektiven Kontinuum.

Vel Kap. 11 D223 und 11 D23,

vl Kap 1l D23

Iy
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sein mull, wenn —k die grobte untere Schranke der standardisierten
Zufallsvariablen Z=(V—pu)/a st Wie die Indifferenzkurven verlaufen,
wenn sich der Streubereich auch iiber die negative Vermagenshalbhachse
erstreckt, wird im Abschnitt B untersucht werden.

Fiir kieine Standardabweichungen bei beliebigen Verteilungsklassen konnen
wir zuniichst mit Hille der Formel (11 D 50) die Steigung der Indifferenzkur-
ven errechnen. Wenn man in ihr die Ableitung U (u) durch den Ausdruck

B &
U™ (1) =— U () —— U™ (1)
(45) () - (4 7 !

ersetzt. der sich nach Differentiation der Weber-Funktionen (34) ergibt,
dann folgt nach wenigen Umformungen

a
E =
du i

(46) - ~ .
{:f S pLer l "
o |Uija) ]+—(E) (&+62)
2\u

Die Steigung der Pseudo-Indifferenzkurven ist hiernach konstant, solange
der Variationskoeffizient (g/u) der Vermogensverteilung konstant ist. Da
dies wiederum auf Ursprungsstrahlen der Fall ist, finden wir ein homatheti-
sches Pseudo-Indilferenzkurvensystem, bei dem bekanntlich eine Pseudo-
Indifferenzkurve durch Ursprungsprojektion aus der anderen hergeleitet
werden kann.

Was die Approximationsgiite anbelangt, kOnnen wir jetzt aul die Beispiel-
rechnungen aus dem Abschnitt II D 2.2.2 zuriickgreifen. Dort hatten wir
festgestellt, dald dann,

~ wenn der Vorrat an tiberhaupt fiir moglich gehaltenen linearen Vertei-
lungsklassen vom erwarteten Endvermogen unabhéngig ist und

— wenn man einen in Prozenten der Standardabweichungen der zu bewer-
tenden Verteilungen angegebenen Genaulgkeitsanspruch hat,

die Approximationsgiite eine Funktion des Variationskoeffizienten der End-
vermbgensverteilung, a/p, 1st. Daher liegen im p-g-Diagramm die Punkte
gleicher Approximationsgiite auf Ursprungsstrahlen, was durch die Gestalt
der in der Abb. 6 hervorgehobenen Fliche verdeutlicht wird.

Das Ergebnis eines homothetischen Indifferenzkurvensystems 146t sich
lir (im Rahmen p=ka) beliebig grofie Standardabweichungen bei linearen

T Vel Kap B Abb 7
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Verteilungsklassen bestatigen: Da sich fiir die (bis auf die Multiplikation mit
einer positiven Konstanten bestimmte) Grenznutzenfunktion aus (34)

(47) Ulp)=v—*

errechnet, kann die Formel (11 D 59) als

dut

L E[Z(u+0Z)]
da

L (jr-.ﬂ'l: mic]_'
A affes] |
o a
) |
o

geschrieben werden, was erneut ein homothetisches Indifferenzkurvensy-
slem anzeigl.

Das Indifferenzkurvensystem der Abb.6 weist die abgeleiteten Eigen-
schalten aull Wegen der in (44) vereinbarten Beschrinkung der Vermigens-
verteilung aul die positive Halbachse werden die Indifferenzkurven noch
nicht in den Bereich unterhalb der Geraden p=ke fortgefiihrt. Offengelas-
sen wird vorliiufig auch, wie sie sich dieser Geraden niithern.

Eine erwiihnenswerie Eigenschafl st noch, dall die Steigung der Indiffe-
renzkurven an jedem Punkt oberhalb oder links von der Geraden pu=ko
kleiner als die des zugehorigen Ursprungsstrahls sein mul3:

(48)

cf_;.t
da

i

49 :
{ ) Lipm) o

Wir beschriinken uns darauf, diese Eigenschaft fiir kontinuierliche Dichte-
funktionen f.(z;0,1) mit f.(—k:0, 1)< oo aufzuzeigen. In diesem Fall kann
(48) als

v A

=— | zEé(z)dz

[ |“”_r.r| —F.

dp

do

(50)

mit dem normierten Gewicht

.f;{z;ﬂ_.n(fﬁﬂ)_'
(51) 0 .

§ filz:0, I}(‘” +-:) dz
i 7
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geschriecben werden und man sieht: Solange f.(—k;0.1)<og, ist auch
E(—k)< oo, denn wenn wir uns mit /¢ >k oberhalb der Begrenzungsgera-
den befinden, gilt auf jeden Fall (u/e+z) *<oc. Da &(—k)<oo hinrei-
chend daliir 1st, dals _j:k z¢ (z)dz < oo, folgt (49).

In der Abb.7 beschranken wir uns in gewohnter Weise auf den Fall der
Risikoaversion (¢=0). Bei Risikoneutralitiit (¢=0) oder Risikovorliebe
(¢ <0) wiirden die Indifferenzkurven freilich anders als in der Abb. 6 linear
oder konkav verlaufen. Wichtiger, als diese irrelevanten Fille zu betrachten,
isl es, sich den Einflull der Starke der Risikoaverson auf den Kurvenverlauf
klarzumachen. Differenziert man (46) nach &, so erhilt man

7y LN
Uiwa) | M 2 ;:ﬁ_ a ﬁ

—ld‘--—f— . -I_}U"‘ WeEnn {}{:_,:{!_ :
de it [l+—(j) {£+f:1}] .
2\p

Hieran zeigt sich, daB fiir kleine Variationskoeffizienten, also gerade dann,
wenn die Approximationsgiite grol3 ist, eine hishere Risikofurcht eine stiarke-
re Kriimmung der Indifferenzkurven bedeutet. Dieses Ergebnis 1d6t sich fiir
lineare Verteilungsklassen an Hand der Formeln (50) und (51) bestitigen.
Dort zeigt sich, daB mit einer Zunahme von ¢ der Teil

(

: do

(52)

des Gewichtsfaktors £ (z) zu kleineren Werten von z hin verschoben wird, so
daB das durchschnittliche z kleiner und somit dp/dal,,, ,, grobBer wird. Eine
genauere Analyse wird im Anhang | zu diesem Kapitel gegeben. Das
plausible Resultat lautet wie erwartet:

d d;{ |

fg. (7]
(53) (?”-[jmt | =0, ==y

de |

IFin homothetisches Indilferenzkurvensystem nach der Art, wie hier be-
schrieben, wird bereits von Hicks (1967, S. 114) gefordert. Er bezeichnet das
Indifferenzkurvensystem als Standardfall, “from which there might be a
divergence. i practical experience. in either direction”, Als Vergleichsbasis
benutzt es auch SoGgeorz (1969a) und BEeve (1971, 5. 1120) versucht den



166 Die Struwktur der Risikopriferens 11

Hicksschen Vorstellungen durch die (willkiirlich) gesetzte Formel
rip;'dc:]“m_ﬂ=£ o/n gerecht zu werden, die unsere Formel (46) fir o/u—0
approximiert®®. Bei allen drei Autoren bleibt aber die Beziehung zum von
Neumann-Morgenstern-Index im Dunkeln. Bei ScHNEEWEISS (1967 a, S. 201
in Verb, mit 8. 87) und PyE (1967, 8. 115) finden sich jedoch Hinweise darauf,
dal} die Funktionen (34) ein homothetisches Indifferenzkurvensystem erzeu-
gen (Pye vergillt Inv). Implizit hegt das homothetische Indifferenzkurvensy-
stem bereits in FISHERs (1906, S.408f.) Vorschlag, das subjektive Gewicht
des Risikos vom Variationskoeffizienten o/u der Vermdégensverteilung ab-
hiingig zu machen, und in dem von Pavanpir (1957)°Y benutzten Sicher-
heitsiiquivalent u[1—a(o/u)], das Magnusson (1969, S,245-247) fiir
a=1/2 als Approximation der logarithmischen Nutzenfunktion nachweisen
konnte®’. Ansonsten findet man praktisch in der gesamten iibrigen risiko-
theoretischen Literatur, die sich des p-o-Ansatzes bedient, andere Indiffe-
renzkurvensysteme. Meistens sind es die aus quadratischen Nutzenfunklio-
nen abgeleiteten Kreise®?, die zu zeichnen man hiiufig allerdings geschickter-
weise vermeidet.

Approxi- Approxi-
mations- mations-

‘ hereich bereich

Webersches Gesetz Freundsche Nutzenlunktion

Abbildung 6 Abbildung 7

* Man kann aus diesem Grund iibrigens auch aus (46) cine Niiherung

p7
S[I—"lt-p\/l— -
T

fiir das Sicherheitsiiquivalent bei kleinen Streuungen berechnen,
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Zum Vergleich mit dem aus dem Weberschen Gesetz abgeleiteten Indiffe-
renzkurvensystem (Abb. 6) ist in der Abb. 7 jenes der vermogensunabhiingi-
gen Risikoaversion eingezeichnet. Diese Priiferenzstruktur folgt aus der
Freundschen Nutzenfunktion

(54) U=—e"  a>0,

die wir ja schon auf dem subjektiven Kontinuum in der allgemeineren Form
(1—g)e!! =9 diskutiert haben. (Die allgemeinere Version ist hier unnotig,
weill wir uns aul konkave Funktionen beschriinken.) DaB umgekehrt die
Freundsche Funktion die einzige ist, die mit der vermégensunabhiingigen
Risikoaversion vereinbar ist, folgt gleichermalien aus Sétzen von PFANZAGL
(1959a, 5.39-41, 55-57; 1959Db, S.288-292)., PrATT (1964, S.130) und
SCHNEEWEISS (19674, S. 85-87).

Fir kleine Streuungen bei beliebigen Verteilungsklassen erhalten wir in
Analogie zu (46) aus unserer Formel (11 D 50):

i {3
da U y,0) a*o?

| i

2

Legt man hier den gleichen Genauwigkeitsmalistab an, wie er oben fiir die
Formel (46) verlangt wurde, kommt man, wie im Abschnitt 11 D 2.2.2 schon
beispielhalt gezeigt wurde, zu dem Ergebms, dall Punkte gleicher Genauig-
keit aul Parallelen zur Ordinate liegen. In der Abb. 8 wird eine solche
Parallele durch die rechte Begrenzung der hervorgehobenen Fliiche angege-
ben.

Fiir grofie Strewungen und lineare Verteilungsklassen folgt in Analogie zu
(48) avs (I1 D 59):

(55)

s — 2+ o)
(56) dp =_E[ZM_ % ]
da [U 1.5 E[D:E zlu+o ]]
_ E[Zae—7]
~ E[ae=™E]

In beiden Fillen hat, wie zu vermuten war, die Hoéhe des erwarteten
Vermogens keinen EinfluBl aul die Steigung der Indifferenzkurven. Die
Indifferenzkurven miissen daher durch Parallelverschiebung lings der Ordi-
nate inemander tiberfithrbar sein.

T Paranpir (1957): Am ovisshet, virderingsenheter, riskvirdering och [Grvint-
nimgsspridning: Appendix till Vorderbestandighet. Stockholm 1957. Hier wiedergege-
ben nach Madmusson (1969, S, 36),

" Vel o 59, Die dort angegebene Formel [fiir das Sicherheitsiquivalent stimmi
v w1 ogarthmische Funktion) und /-0 mit der Palander-Magnusson-
Fowmel iiberem

" Vel Kap 1) 122:1.3
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2.3, Implikationen fir die Intensitdt der Versicherungsnachfrage

Nach unserer aus dem Weberschen Gesetz abgeleiteten Hypothese iiber
dic Struktur der Risikopriiferenz gibt es zwei EinfluBfoktoren fiir die durch
den Risikopreis w(V) oder die Intensitiit der Versicherungsnachlrage®’

=[n{ag— C}+ E(C)]/E(C) zu messende Risikobewertung: Zum einen die
durch den Parameter & erfalite subjektive Einstellung zum Risiko und zum
anderen das Vermdgen des Entscheidungstrigers (a). Damit vercint unsere
Hypothese in gewisser Hinsicht Bernoullis Hypothese, nach der nur das
Vermogen, und die in threr Einseitigkeit von KReLLE (1957, 5. 676) zu Recht
kritisierte Hypothese Freunds, nach der nur die subjektive Risikoneigung
von Bedeutung ist.

2.3.1. Der Einflull der subjektiven Risikoneigung

Man hat hier eine klare Vermutung®*: Je hoher &, desto héher sollte die
Intensitit der Versicherungsnachirage sein. Dal dies in der Tat so ist, folgt
daraus, daB im u-c-Diagramm nach (52) und (53) die Indifferenzkurvenstei-
gung auf gegebenen Ursprungsstrahlen mit & zunimmt und somit auch der
aul der Ordinate pemessene Abstand n von einem beliebigen Punkt (p*, 7%)
bis zu der Stelle, wo die durch diesen Punkt laufende Indifferenzkurve in die
Ordinate mundet, ansteigt. Formal ausgedriickt, finden wir wegen

e dn o
(57) g ."_ Lh ) (I[_:)
und (52) oder (53)
(58) d—n}D also auch d—g::-ﬂ.
de dg

Es sollte angemerkt werden, dald dieses Ergebnis fir jede beliebige Verter-
lung gilt, solange sie nur aul die positive Halbachse beschrinkt bleibt, denn
[iir eine jede Verteilung liele sich ja cin eigenes Indifferenzkurvensystem im
ji-o-Diagramm konstruieren. Restriktionen beziiglich der zulissigen Veriei-
lungsform kiénnen bei der Verwendung des p-g-Diagramms erst zum Zuge
kommen, wenn zwei echte Verteilungen miteinander verglichen werden und
nicht wie hier eine (echte) Verteilung mit einem sicheren Vermdogensbetrag,

o4 Vel Kap. 11 C' 1.3

“4 Pratr (1964) und Arrow (1965) haben den Parameter ¢ gerade wegen sciner
Implikationen [ir den Risikopreis bel kleinen Strevungen zum Mald der subjektiven
Risikoneigung gewiihlt, Vgl. dazu Gleichung (11 D 55), dic wegen (33) auch als
mi{ F)y=a® (V) e/ 20) geschriehen werden kann. Dald & dieselbe Aussagekralt ber prolien
Strevungen hat, ist zu eowarten, indes meht selbstverstindlich
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2.3.2. Der EmfluB des Vermigens

Um den Zusammenhang zwischen Vermégen und Risikobewertung dar-
zustellen, wollen wir die aus dem Weberschen Gesetz abgeleitete Priferenz-
struktur mit der Freundschen vergleichen, wie sie durch (54) angegeben
wird.

Bekannt ist, daB der Risikopreis nach dem Relativititsaxiom bei einer
proportionalen Dehnung wnd Verschiebung der Endvermdgensverteilung
ebenfalls proportional wiichst, und nach der Hypothese der vermiogens-
unabhédngigen Risikoaversion bei einer blofien, z. B. durch die Erhéhung des
Anfangsvermégens bei gleicher Verteilung des Periodeneinkommens verur-
sachten Verschiebung (¢ =const.) konstant bleibt,

Unsere erste Frage richtet sich jetzt an die Priferenzstruktur nach dem
Weberschen Gesetz: Wie dndert sich der Risikopreis im Verschiebungsfall,
oder plastischer, wie dndert sich die Intensitéit der Versicherungsnachfrage
ber einer Versicherung von gegebenem Wertumfang, wenn sich das Verma-
gen erhoht?

Die Antwort, die aufl eine anderc Weise fiir eine allgemeine Klasse von
Nutzenfunktionen bereits von PrATT (1964, S.130f) und MossiN (1968,
S. 5551)) bewiesen wurde, LAt sich leicht aus der Abb. & ableiten®”.

T

Abbildung 8

" Unser Beweis ist nicht etwa weniger allgemein, weil hier im p-s-Diagramm
argumentiert wird, denn er pilt wie bei Pratt und Mossin fr jede beliebige Vertei-
lungsform, solern nor der Streubereich vom Definitionsbereich der Nutzenfunktion
abpedeckt wird, Der Gorond dafiie ist, dald die Verteilungen in B und B derselben
lnearen ko lsse angelniren
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Dort gehen A", B’ und C’ durch Ursprungsprojektion aus A, Bund C hervor,
und wir haben n'/rx = 0A’/OA = OB’ /OB = OC'[OC. Geht man bei

o =const. von B zu B", dann dndert sich 7 zu =", Natiirhich 1zt ®#" <=, doch
dariiber hinaus haben wir sogar 7" <m. In allen Punkten aufl dem Kurven-
stiick AB, ausgenommen im Punkt 4 selbst, ist nimlich die Steigung groler
als aul den senkrecht iiber ihnen liegenden Punkten auf dem Stiick A'B", so
dall man durch die Integration [§ du/da|y, . do das angefiihrte Ergebnis

oder allgemein

{59) d_ﬂ\ﬂ} bzw. I:f—gf.ll), a =0,
da da

erhiilt. Der Grund fiir die mit wachsendem u abnehmende Steigung ist, dal}
nach (47) und (49) Punkte gleicher Steigung auf Ursprungsstrahlen liegen
und die Indifferenzkurven nach dem in II D 2.3 angefiihrten Beweis konvex
sind.

Nach dem Weberschen Gesetz verringert sich also die Intensitit der
Nachfrage nach einer Versicherung von gegebenem Wertumfang, wenn das
Vermigen sieigl.

Damit ist die oben schon fiir sich als plausibel angesehene Hypothese des
mit wachsendem Vermogen abnehmenden Risikopreises, dic PRATT (1964)
und ARROW (1965) als abnehmende absolute Risikoaversion bezeichnen, aus
dem Weberschen Gesetz abgeleitet worden. Die Hypothese wird in der
modernen risikotheoretischen Literatur als ,supported by everyday obser-
vation" (ARROW (1965, S.35)) und intuitively appealing™ (BIcKSLER (1974,
S.4)) akzeptiert, aber bereits BERNouLLI (1738, 5.251, u. S.42-44) hatte sie
als Implikation seiner logarithmischen Nutzenfunktion hervorgekehrt, und
Fisaer (1906, S.277) vertrat sie, obwohl er doch von einem ganz anderen
Ansatz herkam. Die anschauliche Implikation einer mit wachsendem Ver-
mégen abnehmenden Intensitiit der Versicherungsnachfrage bei einer Versi-
cherung von gegebenem Wertumfang ist eine in der Versicherungswissen-
schaft hiufig behauptete These®®. Die Tatsache, dal} es heute keine Regen-
schirmversicherung mehr gibt und kaum jemand noch sein Fahrrad versi-
chert, weil es sich um einen vergleichsweise geringfligigen Schaden handelt,
kann in diesem Zusammenhang gesechen werden.

Bemerkenswert 1st nun auch, daB mit der Implikation der abnehmenden
absoluten Risikoaversion das Webersche Gesetz in Verbindung mit unseren
Uberlegungen zu (11 D 53-57) zu ciner Erklirung der mehrfach behaupteten

" Vol 7 B. Farmy (1961, 5.151). Die Hypothese der abnehmenden absoluten
Risikoaversion wird in der Versicherungstheorie tibrigens meht nur T dwe Versiche-
rungsnachlrager, sondern genause fir das Versicherungsunternchmen (Hoones (1974,
S92 als plansibel angeschen.
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Priferenz fiir linkssteile Verteilungen fiithrt®’. Weiterhin findet die von
MosTeLLER und NoGee (1951, S. 3991) bei ihrer experimentellen Ermittlung
viner Risikopriiferenzfunktion beobachtctc und als stérend emplundene
Tatsache, daB die jeweilige Versuchsperson ihre Risikoneigung vom
,amount of money he has on hand"” abhiingig macht, eine einfache Begriin-
dung®®.

Um den Vergleich zwischen den rivalisierenden Priferenzhypothesen zu
vervollstindigen, richten wir jetzt eine Frage an die Hypothese der vermd-
gensunabhingigen Risikoaversion; Wie indert sich der Risikopreis, wenn die
Endvermogensverteilung proportional gedehnt und verschoben wird? Oder:
Wie dndert sich bei steigendem Vermdgen die Intensitiit der Nachfrage nach
einer Vermogensversicherung? Die Frage ist leicht an Hand der Abb.7 zu
beantworten, denn da eine jede Indifferenzkurve als das Abbild einer
Funktion w(o) aufzufassen ist, die bis auf eine den Ordinatenabschnitt
messende Konstante S(V) bestimmt ist, nimmt wegen der Konvexitiit der
Indilferenzkurven der Risikopreis iiberproportional zur Standardabwer-
chung zu. Da man wegen der Verm8gensunabhiingigkeit des Risitkopreises
dieses Ergebnis auch dann erhiilt, wenn der Variationskoeflizient des Ver-
mogens konstant bleibl, steigt bet wachsendem Vermdgen die | ntensitit der
Nachfrage nach einer Vermdgensversicherung. Diese Implikation steht im
Gegensatz zur SchluBfolgerung aus dem Weberschen Gesetz und konnte zur
empirischen Diskriminierung zwischen den beiden rivalisierenden Hypothe-
sen verwendet werden,

2.4. Ergebnis

Durch den Einbau des durch eine Vielzahl von psychophysischen Experi-
menten gesicherten Weberschen Relativitidtsgesetzes in die Risikopriferenz-
theorie liBt sich die Menge der bisher fiir moglich gehaltenen Prilerenz-
strukturen ganz erheblich eingrenzen. Folgendes wird gezeigt:

Da die von Neumann-Morgenstern-Nutzenfunktion linearhomogene
Sicherheitsiiquivalente U~ ' {E[U(V)]} implizieren muB, kommen allein
die Nutzenfunktionen

_ja =gy, e
Gier= {Inv, B,

mit ¢ als dem Absolutwert der Elastizitiat des Grenznutzens und Mal der
subjektiven Risikoneigung in Frage. Diese Funktionen erfordern bei beliebi-

o el 8421, Fni 278,123
COMs T e and Nocee (951, S 400) hatten vermuted, es aber nicht zu belegen
verstchit, dald sich die Nutzenfunktion mit dem Vermiagen dindert, Vel dazu S, 15811
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gen Verteilungsklassen, jedoch kleinen Streuungen, ein homothetisches
Pseudo-Indilferenzkurvensystem im p-¢-Diagramm, dessen Approxima-
tionsgiite eine Funktion des Variationskocflizienten o/u der Cndvermi-
gensverteilung ist. Bei links an der Stelle z= —k beschrinkten, einer
linearen Klasse entstammenden Verteilungen existieren auch fiir groBe
Streuungen homothetische Indifferenzkurven im p-g-Diagramm, solange
p/e >k Sie sind ein exaktes Abbild der von Neumann-Morgenstern-
Nutzenfunktionen. Die iiblichen Eigenschaften der Konvexitit und des
senkrechten Einmiindens in die p-Achse bleiben erhalten. Wichtige Implika-
tionen fiir die Risikobewertung sind, daB die Intensitiit der Versicherungs-
nachlrage

mit der durch ¢ gemessenen subjektiven Risikoneigung steigt,

ber emer Vermdgensversicherung vom Niveau des Vermdgens unabhiin-
gig ist und

bei einer Versicherung von gegebenem Wertumfang mit wachsendem
Vermigen abnimmi.

Abschnitt B
Die Mehr-als-er-hat-kann-man-ihm-nicht-nehmen-Regel

Bislang haben wir unter der Annahme argumentiert, dall der Streubereich
der zu bewertenden Wahrscheinlichkeitsverteilung den Definitionsbereich
der Nutzenfunktion nicht iiberschreitet, Negative Ausprigungen der Ver-
mogensverteilung waren also ausgeschlossen. Entsprechend waren z. B. links
beschrinkte lineare Verteilungen mit /s <k und links unbeschrinkte
Verteilungen generell verboten.

Dieses Verbot mag als schr restriktiv erscheinen, wenn man bedenkt, dal)
damit auch die Normalverteilung ausgeschlossen wurde, der wegen ihrer
Approximationseigenschaft fiir die Verteilung von Summenvariablen in der
Praxis eine betréichtliche Bedeutung zukommt. Man darf aber die Grenzen
der Approximationsgiite nicht iibersehen. Wie grol die Ahnlichkeit der in
der Wirklichkeit vorkommenden Verteilungen mit der Normalverteilung
auch immer sein mag, in mindestens einem Punkt gibt s einen Unterschied:
Wegen der simplen Regel, dall man jemandem nicht mehr nehmen kann als
er hat, bleibt das faktische Vermigen auf die positive Halbachse (einschlieli-
lich des Nullpunktes) beschriinkt. Zwar gibt ¢s genug Menschen, die sich
mehr Schulden aufgehalst haben, als sie zeitlebens abtragen kiinnen  Pe
sonen also, deren juristisches Nettovermogen unter Finschluld des Hhoman
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kapitals negativ ist — doch seit es den Pranger nicht mehr gibt, ist der nicht
tilgbare Teil der Schuld faktisch nicht mehr existent* 2~

MNennen wir die faktische Vermbgensver teilung ¥/, und die juristische ¥,
so gilt offenbar die folgende Bezichung

fis V=0
;I= 1 2
L ¥ {n, V<0,

Sie impliziert bereits eine vollstindige Priferenzstruktur iiber juristische
Verteilungen, deren Eigenschaften jetzt aufgedeckt werden sollen. Es wird
sich als zweckmiBig erweisen, bei dieser Untersuchung zwischen méBiger
(< 1) und starker (¢=1) Risikoaversion zu unterscheiden, weil die Nutzen-
funktion im ersten Fall unten beschrinkt ist, im zweiten Fall jedoch nicht.

|. Die vollstandige Priferenzordnung bei mdfliger Risikoaversion
(0=&=<1): Der wahre Grund der Risikovorliebe

1.1. Die abgeleitete Nutzenfunktion fiir juristische Verteilungen

Mit Hilfe der in (1) angegebenen Information und unter Verwendung der
Weber-Funktion (A 34) fiir ¢ < |, nennen wir sie jetzt U7{.), kann man die
folgende ahgeleitete Nutzenfunktion 1/ (.) konstruieren:

- U (oy=p' % =0,
2) Sl {ufem:n. b <0,
mit
U'y=(1—2&v™* und U"(t)=—e(1—g)p™ "1+, >0,
und mit

Ul=U"(v)=0, wenn v<=0.

' Damit ldBt sich {ibrigens ein formaler Test, den Scuneewmss (1964; 19674,
5. 129-160) entwickelt hat, um die Schnittmenge von Prifercnzstrukturen heraus-
zulinden, die aul der Klasse der Normalverteilungen sowohl im pe-g-Diagramm
als auch mit Hilfe einer von Neumann-Morgenstern-Funktion darstellbar sind,
nicht mehr anwenden. Eine der Voraussetzungen [ir die Anwendung dieses Tests,
lim, , ., U(p)e "> — oo (vgl 19674, S. 131), ist hier nicht erfiillt.

* Man beachte das Nettokonzept bei der zu Anfang dieses Kapitels gegebenen
Vermogensdelinition. Danach bedeutet der vollige Vermogensverlust, daB dem Ent-
scheidungstriiper zeitlebens gerade noch das Existenzminimum verbleibt, Das ist
wepen der o Landern mit entwickelten Rechtsnormen iiblichen Plaindungsgrenzen,
die das Fxstenzmimimum sichern sollen, durchaus realistisch,

Y Die Hedeutung der unteren Vermogensschranke fiir die Risikobewertung ist auch
von St (1972 50443 445) betont worden. Seidl hat allerdings nichl versucht, diese
Sehranke teemen formalen entscheidungstheoretischen Ansatz zu integrieren, wie wir
es Lun werden
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Da die abgeleitete Funktion U(.) die juristische Verteilung V gerade so
bewertet wie die originiire Funktion U'(.) die faktische Verteilung 7, gilt

(3) E[U(VY]=E[U/(V4)].

U (.) ist wirklich nur eine mathematische Hilfskonstruktion, die all ihre
Informationen aus U’ (.) bezicht. So braucht es uns z B. nicht zu storen,
dal U(p) fir 1=0 dem Siittigungsaxiom widerspricht. U/ (¢/) steht ja fiir
alle zuliissigen Werte von ¢/ im Einklang mit diesem Axiom, und das geniigt.

In Analogie zur Abb. 10 im Abschnitt 11 € 1.2 zeigt die nachfolgende
Abb.9 an einem Beispiel die Auswirkung der Mehr-als-er-hat-kann-man-
ihm-nicht-nehmen-Regel, oder kurz: Maehkminn-Regel, auf die Intensitit
der Versicherungsnachfrage, wenn die juristische Schadensverteilung

£ 0
tiber die negative Halbachse streuen 1df3t, wie es z. B. bei Hallpflichtschiiden
moglich ist.

w o 1l—w e Lz B A :
C:( ) wegen ¢ >agq die juristische Vermogensverteilung auch

U (e)
O<s<1
=
P : 3
ag—o£ 0 E(V)S(V) aqg v
l—.—¥—l
—n({V)
"H-_-ﬁ_.-"
pma: q
E(C)
Abbildung 9

Das Bemerkenswerte an dieser Abbildung ist, dall der durch die
Maehkminn-Regel verursachte Knick in der abgeleiteten Nutzenfunktion
eine Risikovorliebe andeutende Konvexitiit verursacht: Bei cinem geniipend
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hohen Schaden ¢ wird das Sicherheitsdquivalent S(V) gridsber als das
erwartete Vermogen, so dall wir einen negativen Risikopreis # erhalten und
die Intensitiit der Versicherungsnachfragc

_ Puax e

_EtC}‘il

(4) g
wird.

Eine Implikation fiir den AbschluB von Haftpflichtversicherungen liegt
aul der Hand: Da die Versicherungsunternehmen mindestens einen Preis in
Hdohe des Erwartungsschadens verlangen miissen®, ist es fiir einen Versiche-
rungsnchmer mit g<1 vorteilhalt, unversichert zu bleiben, und dies, ob-
wohl er von seiner subjektiven Neigung her durchaus risikoscheu ist. Der
Grund dafiir ist, dafl ohne VersicherungsabschluB der Teil des Schadens, der
das eigene Vermogen iibersteigt, nicht getragen zu werden braucht, wihrend
beim VersicherungsabschluB natiirlich auch fiir die Abdeckung dieses Teil-
schadens eine Priamie gezahlt werden mul}, Die Auswirkung dieser indivi-
duell durchaus verniinftigen Entscheidung gegen den Versicherungsab-
schlul} hat in vielen Lindern zur Einfithrung des Versicherungszwangs fiir
Haltpilichtversicherungen gefiihrt,

Neben dem Versicherungsbeispiel, auf das wir spiiter noch ausfiihrlich zu
sprechen kommen werden”, gibt es noch andere Beispiele fiir die Implikatio-
nen der Maehkminn-Regel. So muBl man schlieBen. daB Unternehmen bei
der Auswahl verschiedener Produktionsverfahren vor Risiken, die Schiden
im vielfachen Umfang des Eigenkapitals mit sich bringen kénnen, unter
Umstidnden nicht mehr Angst haben als vor kleineren Schiiden, die auch den
Ruin bedeuten, denn mehr als ruiniert werden kénnen sie ja nicht. Dal hier
Fehlallokation bewirkende externe Effekte drohen, liegt auf der Hand. Eine
andere Implikation, die ebenfalls noch im Detail zu erértern sein wird®, zeigt
sich fiir die Terminspekulation d la baisse, bei der der magliche Schaden das
Vermogen des Spekulanten weit iibersteigen kann, Nach der Machkminn-
Regel kann es durchaus rational sein, von zwei Kontrakten jenen mit der
hiheren Varianz und dem kleineren Erwartungsgewinn vorzuziehen. Sind es
nicht die Spekulanten, denen man hiiufig Risikovorlicbe nachsagt?

Bei diesen Bemerkungen zur praktischen Relevanz der geknickten Nut-
zenfunktion fiir juristische Verteilungen wollen wir es derweil bewenden
lissen,

P VRL Kap 1O L2 undd 1.3,
Sl kap VO L and 28
"l kap VB4
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1.2. Die Indifferenzkurven im p-a-Diagramm fiir lineare Verteilungsklassen

Es sollen in diesem Abschnitt die zur Nutzenfunktion (2) gehdrenden
Indifferenzkurven im p-o-Diagramm abgeleitet werden, damit dic Auswir-
kung der Maehkminn-Regel auch fiir andere Verteilungen als die oben
hehandelte, freilich fiir den Versicherungsfall als Approximation gut geeigne-
te Zwei-Punkt-Verteilung untersucht werden kann. Der Einfachheit halber
beschriinken wir uns dabei auf solche Verteilungen, die in der Gestalt
kontinuierlicher Dichtefunktionen vorliegen’. Zudem betrachten wir nur
Verteilungen, die allesamt derselben (beliebigen) linearen Klasse® mit
foAz:0,1)=/.(z), Z=(V—p)/o, entstammen, die links bei z= —k. k=oo, und
rechts bei z=k. k= 20, beschriinkt ist. Es sei unterstellt, dal} die Vertetlun-
gen, auber vielleicht bei z=k, eine endliche Dichte aufweisen.

Fine unmittelbare Folgerung aus dieser Charakterisierung der Vertel-
lungsklasse ist, daB} es im p-o-Diagramm eine Ursprungsgerade p= —ka
gibt (Vel. Abb. 11), oberhalb derer Indifferenzkurven liegen, die alle in den
positiven Teil der u-Achse einmiinden, da eine jede Verteilung, die mit einer
von Null verschiedenen Dichte positive Endvermégensauspriigungen aul-
weist, ein positives Sicherheitsiiquivalent besitzt. (Da die faktische Vertei-
lung bei p=10 begrenzt ist, ist v=0 das kleinstmégliche Sicherheitsiquiva-
lent.) Unterhalb der Grenze u= — ko schlieBt sich ein Indifferenzfeld an, da
alle dort abzubildenden Verteilungen ausschlieBlich iiber der negaliven
Vermbgensachse streuen, fir die U (v) konstant ist, weil diese Verteilungen
mit Sicherheit ein faktisches Vermogen von 0 bescheren.

Die Steigung der Indifferenzkurven LBt sich wegen der Kontinuitit von
L/ (r) im Bereich 0<v <o in gewohnter Weise nach der Tobin-Formel (11
D 60) errechnen”. Die Frage ist nur, ob das mit (A 48) gefundene Ergebnis
erhalten bleibt, daB es bei der Steigung nur auf die Relation p/a ankommit.
Sie kann bejaht werden, denn die dort implizit benutzte Bezichung

" Natigenfalls ist zuvor eine Approximation der diskreten durch eine kontinuier-
liche Verteilung vorzunehmen. Vgl dazu Kap.1 C3.5.

8 Die Methode der Punktapproximation kann jetzt, wemigstens ohne weilerc
Approximationen zu implizieren, nicht mehr angewendet werden, da bei Auspriigun-
gen der Wahrscheinlichkeitsverteilung, die um mehr als 50, unterhalb des Mittelwer-
tes liegen, die Konvergenz der Taylor-Reihe nicht mehr gewiihrleistet ist. Vgl Kap. 11
D222

9 Man beachte. daB die hierzu nétige Differentiation unter dem Integral

j?ﬁ(z] Up+az)dz

trotz der Sprungstelle, die die Grenznutzenfunktion ber v=0 wegen des Knicks von
Uy) aulweist, die Formel nicht verdndert, Zum mathematischen Vorgehen vyl
Anhang (3) zu dicsem Kapitel, wo lir cin anderes Problem unter ciaenn Tndegral il
der unstetigen Cirenznutzenfunktion differenziert wird. Formel (5) wirde erst dany
nicht mehr gelten, wenn avel U (e) unstetig sl
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U'lp+oz)=(l—e)e "U'(u/o+z) glt nicht nur bei u+sz>0, sondern
auch bei p+az <0, weil dann gemil (2) U’ (4 +oz)=0 vorliegt. Es gilt also
auch bei unbeschriinkten juristischen Verteilungen die Formel

Am(ier)]
o bl (es)

Daher ist das Indifferenzkurvensystem auch noch im Bereich von Verteilun-
gen, die auf die negative Vermogenshalbachse hiniiberstreuen, homothetisch.
Im p-a-Diagramm wird dieser Bereich bekanntlich durch die Gerade u= ko
nach oben begrenzt (vgl. Abb. 6 und Abb. 10).

Aus der Tatsache, dab alle Verteilungen mit u/o >k ein positives Sicher-
heitsaquivalent haben, und weil das gesamte Indifferenzkurvensystem ho-
mothetisch ist, folgt bereits, dall die Indifferenzkurven (eilweise eine negati-
ve, aul Risikovorliebe hinweisende Steigung haben miissen. In Anbetracht
der durch die Maehkminn-Regel verursachten Konvexitit der abgeleiteten
Nutzenfunktion U (v} ist das ja auch gar nicht anders zu erwarten. Bestiitigt
wird dieses Ergebnis durch einen Blick auf (5): Nach diesem Ausdruck ist die
Steigung im Bereich p/a=>k deshalb positiv, weil wegen des fallenden
Grenznutzens negativen Auspriagungen von Z ein grislleres Gewicht als
positiven zukommt. Wenn nun u/o verkleinert wird, so daB ji/o <k, dann
wird diese Regel durchbrochen, da die am stirksten negativen Werte von z
das geringste Gewicht erhalten. Es hat wegen U'(v)=0, wenn <0, gerade
den Wert 0, wiihrend ja alle anderen Gewichte wegen des positiven Grenz-
nutzens positiv sind, wenn nur auch die Dichte positiv ist, Die Auswirkung
aul die Indifferenzkurvensteigung ist unmittelbar ersichtlich, wenn /o =0:
Da alle negativen Auspriigungen von Z mil einem kleineren Gewicht als alle
positiven versehen werden, also nur Ausprigungen von Z im Bereich
W=pja=z=k wirklich bei der Durchschnittsbildung verwendet werden,
st —k<dpjdoly, ., <0. Zu dem noch schirferen Ergebnis

k<du/da|y , »<0 kommt man, wenn 0< —pu/e<z<k,

Die Frage ist nun allerdings, wo innerhalb der abgesteckten Grenzen das
Stetgungsmald liegt. Schreibt man (3) unter Verwendung der standardisierten
Inehtefunktion /. (z) und unter Beachtung von U'(v)=0, wenn ¢ <0, und

d_,u
do

(5)

ey =(1 —x)r ', wenn v=0, einmal explizit als
[ 2/(2) (1—¢) ("‘-H) dz
Jﬂ wa 7

(1) ol X -
i il /
: v ) Jolz) (L =) (‘“ t :) dz
0 il
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so koénnte man wegen'” lim_. . (#/e+2) "=00 vermuten, daB das Ge-
wicht fiir z= — y/o alle anderen dominiert, so dal generell du/daly . ., = /e,
wenn nur [_(—u/e)=0. Das Indifferenzkurvensystem wiirde in diesem Fall
im Bereich —k < u/o<k durch eine Schar von Ursprungsstrahlen gekenn-
zeichnet. Im Anhang 2 wird diese Vermutung widerlegt, (Man substituiere'"
A=dyfdaly,, . We=y, z=w, ¢=0.)) Solange 0<e<l, wie wir es ja
unterstellt haben, ist

do |U (-7 @

(7) dn {E, wenn E:}—E und L-::-fz(-‘g):}[}.

Dieses Ergebnis gilt a fortiori, wenn f_(— pu/e)=0, etwa weil die betrachtete
Verteilung multimodal ist oder mit /e >k nur iiber der positiven Halb-
achse streut'?, denn dann kiime das Gewicht hm_., ., (g/o+z) * ohne-
hin nicht zum Zuge.

Was die Untergrenze (—k) der Steigung betrifft, liegt es auf der Hand,
dall sie nie erreicht wird, solange Auspriigungen von Z im Bereich
—pla<z<k eine strikt positive Dichte aufweisen und p/o> —k Wenn
jedoch p/o— —k, dann verengt sich der Streubereich der zur Durchschnitts-
bildung verwendeten z-Werte immer mehr und wir miissen schliefen, da'?

du ; dy
i } - —_ =i
do U (o) E' F;J]_r.n,_g do U (p.m)

(8)

Die Indifferenzkurven verlaufen also fur geniigend kleine p/o anndhernd
parallel zur unteren Begrenzungslinic des Indifferenzkurvenfeldes.

Weitere Informationen iiber den Indilferenzkurvenverlaul erhiilt man,
wenn man einmal (5) nach u/e ableitet, um die Wolbung der Indifferenzkur-

1% Um die Grenzwertbildung ,von oben" und ,von unten” zu unterscheiden,
benutzen wir ein nachgestelltes ., +* bzw. ,,—".

'L In den Anhiingen werden zum Teil andere Symbole verwendet, weil aul die dor
behandelten mathematischen Probleme in verschiedenen Zusammenhangen zurtick-
gegrifien wird.

12 Dag wurde in (A 49)4A 51) ja bereits gezeigt,

'3 Wiirde man sich statt auf Dichtefunktionen aul diskrete Wahrscheinlichkeits-
verteilungen bezichen, dann kdnnte die Steigung bereits fir ji/o > —k den Wert |
annchmen. Die Voraussetzung hierfiir ist, daB die Auspriigung == — & mit positivel
Wahrscheimnlichkeit auftritt und weitere Auspragungen im Hereich  —pfo=c |
unmdoglich sind. Bei einer Zwei-Punkt-Verteilung hielle das gar, dall die IndilTereny
kurven im gesamten Bereich unterhalb der g =hka-Geraden die Steigung & haben
Die diskreten Vertetlungen und die fir sie konstrmerbaren Indifferenzkurvensysteme
lassen sich aber durch die hier verwendeten kontimmerhchen Vertetlungen belelag
BENIU APProXimicren
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ven zu iiberpriifen. Das Ergebnis der im Anhang 3 vorgenommenen Berech-
nung lautet:

dpt

d_ ] .___..' oo
(9) il 5 [L(—;—‘)—u—r}mz}]

dn” B e
£\ g, (1 de
G “\e do L gL ) i
=0,

1>r=0, wenn L(—

>0,

= T~ T~

r=0. wenn fx(—

oo > f=0.

Da fi. s(1—g&) und wegen (7) auch der Klammerausdruck hinter dem
Integral strikt positiv und endlich sind, braucht uns nur das Integral selbst
ZU Interessieren.

Wie im Anhang 4 gezeigt wird, ist es endlich, wenn, wie unterstellt,
O<e<1. (Man substituiere das Integral fiir 4 und setze plo=y, z=w,
I —ule)—(1 =) f.(2)=f (w), (1 +&)=@.) Daraus folgt, daBl die Indilfe-
renzkurven tiberall glatt verlaufen, was die vielleicht gehegte Vermutung,
wenigstens auf der Geraden j= ko miiBten sie einen Knick aufweisen, , weil
auch die Nutzenfunktion U (v) bei v=0 geknickt ist”, widerlegt.

Wichtig ist auch das Vorzeichen des Integrals, da ein positives Konkavi-
tit, ein negatives Konvexitdt und ein Integralwert von 0 Linearitit der
Indifferenzkurven anzeigt. Im Fall y/o>k ist es wegen [ (—p/o)=0 und
I"=< 1 negativ, was nur das im Kapitel I1 1D 2.3 schon erfahrene Ergebnis der
Konvexitiit bestiitigt. Aber bemerkenswerterweise bleibt es bei einem durch
[ {—=k+)=f.(—k—) gekennzeichneten normalen Verlauf der Dichtefunk-
tion auch fir k—p/e >0 noch negativ, wenn nur diese Dilferenz geniigend
klein ist: Die Indifferenzkurven verlaufen also auch noch in-einem gewissen
Bereich unterhalb der Geraden pu=ko normal. Bei ausgearteten ,abge-
schnittenen™ Dichtefunktionen mit f(—k+)>0 und f.(—k—)=0 kann
freilich unmittelbar unterhalb dieser Geraden ein konvexer Bereich be-
pinnen, wenn nur f.(—k+) groB genug ist.

Aul jeden Fall muld aber auch beil normalen Verteilungen mit sinkendem
i/ das Integral posiiiy werden, da spétestens dann, wenn der Modus der zu
bewertenden Vermogensverteilung beim Ursprung der Vermdégensachse
hegt, [0 pfa)f (z) >0, ¥z=> —u/a. (Bei linkssteilen Verteilungen ist das
noch ber /o =0 der Fall) Wenn allerdings cine multimodale Verteillung
vorhegl, dann konnen die Indifferenzk urven aus abwechselnd konvexen und

Somnn, Bt ac b I'|~||H" i
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konkaven Stiicken zusammengesetzt sein. Sicher ist dann nur, daB fiir
geniigend kleine p/o, ndmlich dann, wenn kein Modus mehr iiber der
positiven Vermogenshalbachse liegt, die Indifferenzkurven konkav sind.

Die einfachste Version eines fur den Normallall zu erwartenden Indiffe-
renzkurvensystems wird in der Abb. 10 dargestellt, wobei die oben fundier-
ten Eigenschaften gesondert gekennzeichnet sind.

p | konvex bei
1. (—k)=0 =ko
und genii-
gend kleiner Weitere Eigenschalten:
Differenz 1. Homothetizitiit
k—pfa 2. Glaue Indifferenzkurven
3. Steigung immer kleiner als j/o
und griBer als —Fk
konvex
1 Asymptote mit der
Steigung Steigung —k
={}
Konkav, wenn g/g geni
gend nahe bei Null licp
und die Verteilungen
unimodal und nicht
rechtssteil sind.
Steigung
negativ
=
1:1, RU]]kd'I-’ fiir
In- geniigend
differenz- ? kleine u/e
feld

Abbildung 1)

Bisher haben wir nur den Fall links beschriinkter Verteilungen untersuchi
Damit konnte man es im Prinzip bewenden lassen, denn bei vielen Proble
men ist die juristische Verteilung recht frithzeitig links beschriinkt, weil das
jeweils eingesetzte Kapital eine Obergrenze des moglichen Verlustes mu
kiert. Zu nennen ist hier z B. die kapitalbindende Spekulation, das IHalten
von Aktien oder die Beteiligung an einer Gmbl. Es gibt aber auch andere
Entscheidungssituationen, wie die Terminspekulation a la baisse oder den
Abschlul} emer Haltpflichtversicherung, bei denen sehr weit links hinauspe
zogene Vertetlungen zu bewerten sind, so dald dic lnks unbescheiink
Verteillung als Grrenzfall interessant wird., Darither hinauos ist es natichich v
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allem die wegen ihrer Approximationseigenschaft fiir Summenvariable so
wichtige Normalverteilung, die die Betrachtung links unbeschriinkter Ver-
teilungen rechtfertigt.

Aus der vorangegangenen Analyse folgt fiir k— oo bereits, daB sich an der
liir kleine p/e negativen Steigung der Indifferenzkurven nichts indern kann.
Die Frage ist indes, wie die Indifferenzkurven in der Nihe der Ordinate
verlaufen. Miinden sie noch senkrecht in die Ordinate ein und wenn ja, gibt
es fiir kleine Variationskoeffizienten der Endvermigensverteilung noch
cinen Risikofurcht anzeigenden Bereich konvexer Indifferenzkurven, ob-
wohl doch selbst fiir die allerkleinste Streuung die bei r—(0 unendlich
werdende 1. und 2. Ableitung der Nutzenfunktion ins Spiel kommt?

Der erste Teill der Frage ist leicht zu beantworten, denn da in dem hier
vorliegenden Fall O <g <1 bekanntlich'* Ziihler und Nenner von (5) end-
lich sind, kann man die Unstetigkeitsstelle bei U’(0) durch einen stetigen
Grenznutzenverlaul beliebig genau approximieren. Da fiir stetige Grenznut-
renverlidule der Girenziibergang fiir den Zihler den Wert E(Z) U’ (u)=0 und
fur den Nenner den Wert U’ () bringt'® und dariiber hinaus das Gewicht
der Approximationsstelle verschwinden 14B8t, bleibt es dabei, dab die Indiffe-
renzkurven senkrecht in die u-Achse einmiinden'®:

1() lim — =
! } a—+0 do Litp.o)

'* Das folgte z B. aus der im Anhang (2) vorgenommenen Berechnung der GI. (6).

'" Vgl dazu ScuneEwEiss (1967a, S. 1281),

" DaB die Bescitigung der Unstetigkeitsstelle einen verschwindenden Einflufy
erhiilt, kann man anhand des Ausdruckes 4 im Anhang (2) zeigen, wenn man fiir
Cileichung (5) im Text y=u/o, z=w, =0 substituiert und den Kurvenverlaufl im
Intervall —y bis —y+4 mit Hilfe einer Funktion y(w) verstetigt, wobei

~4 ~y+a
[ AWt wdw= [ f,(0)(c+w)Odw

pelte, damit der Wert fir y in Gleichung (9) des Anhangs (2) unveriindert bleibt. War
suvor durch eine geeignete Wahl von A dafiir gesorgt worden, dall y gentigend nahe
her | liegt, so ist nach — wie vor — dieser Modifikation, dic ja nur den Wert fii1
I, L 2 incinem endlichen Ausmal dndert, gemilB Gleichung (11) und (3) des
Anhanges A =lim, ., fi. wobei eine beliebige Genauigkeit erzielt werden kann. Aber
selbst, wenn hier aufl groBimogliche Genauigkeit verzichtet wird, so [ihrt der an-
whiehende Girenziibergang y—co (0-0) dazu, dald lim,_ v gegen | geht, so dal}
sch e Frage der Stetigheit oder Unstetigkeit im Bereich —y bis —y+4 als
Belinglos erweist, solange nur <@ < L. Im Falle @=1 gilt wegen Gleichung (21)
des Anhangs jedoch immer lim, L,y - 0, so dall die obige Argumentation nicht mehr
abrecht erhialten werden kann. s sollte noch angemerkt werden, dall die Argumenta-
ton ohine Schwicnghoten aul belichige stetipe Nutzenfunk tionen ohne K nick verall-
pemnernert werden kKinn, wenn nar gomeht aol eimem Kmek liegt.
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Um die zweite Frage zu beantworten, miissen wir uns iiberlegen, wie sich
das Integral ([) in (9) bei p/om— oo entwickelt. Eine Risikofurcht anzeigende
K onvexitit liegt ja vor, wenn es negativ wird. Nach blofiem Augenschein ist
die Antwort nicht zu geben, denn zwar geht f.( — /o) gegen 0, was fiir sich
genommen das Integral verkleinert, doch verschiebt sich auch die Dichte-
funktion hin zu niedrigeren Werten von (u/a+2z)~ " " was womdglich die
negativen Teilstiicke des Integrals absolut stirker verkleinert als die positi-
ven, also fur sich genommen das Integral vergroliert, Letzteres ist sicherlich
dann der Fall, wenn die Verteilung so geartet ist, daf}

—

P Lo
i

und es ein z=Z gibt, so daB f (2= (—we) fir —pje<z<Z und
J- gy </f.(—uja) Rir z>2Z.

Wenn der Erwartungswert fur die Verteillungen aus der vorliegenden
linearen Klasse existicren soll, dann muB f.(—u/e) bei p/a—cc irgend-
wann abnehmen. Wir wollen das unterstellen und dariiber hinaus anneh-
men, dali die Abnahme jenseits eines z=2Z monoton ist;

(11) Foin=0 hir 3z

Das impliziert unter anderem f.(z)>0 fiir z<Z und somit auch '=0 fiir
—nfa <2,

Nun unterstellen wir, dall in einer Ausgangslage die Relation u/e, die wi
jetzt der Kiirze halber durch den Parameter p ersetzen, um den Betrag x4 .
O<x<oo, 0<y<ao, erhdht wird, so dall das Integral aus (9) die folgende
Form annimmt;

(12) J= T [l—p—x——LE]1(p+x+y+2) " " de

—p—F—F

H(—p—x—y) [ lp+x+y+z)""""dz

xf

- _f-j;[z){p+x—|-y+z}_” v e
2

Unterstellen wir weiterhin, daly in der Ausgangslage /o == mll
dann kann das erste Integral des Ausdrucks (12) niemals positiy s
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Im niichsten Schritt betrachten wir die folgende Ungleichung:

g~ ik o
(13) (xt}) [ £ (D (p+x+2)"01+8 4

—p

< [l p+x+y+z) 10z

~

Sie erklirt sich daraus, daB3

(14) x+y(p+x+z]=p+x+}'+z, wenn z=—p,
Ty

(15) — g g = gy, WERNL | B3,
X

und (.) """ eine fallende Funktion ist. Lassen wir in (12) das erste Integral
fort und beachten wir (13), so gilt sicherlich die Ungleichung

(16} J<fil—p—x—3»[lp+x+y+z) "1z
“p
(1) @

_(x:}) [ L2 p+x+2) 1 0z,
~p

Wird die rechte Seite dieser Ungleichung bei y— oo negativ, so haben die
Indifferenzkurven einen konvexen Bereich in der Nihe der p-Achse. Das
passiert freilich nur, wenn der erste Summand in (16) schneller als der
Absolutwert des zweilen gegen 0 schrumpft. Es ist nicht der Fall, wenn
/.| —p—x—y) konstant bleibt, doch tritt es ein, wenn

e S e
H?] }]l_il'lfl {x+:‘,)—”+i’:]‘ =0,

Als Beispiel betrachle man eine Normalverteilung mit f. [z}=(|,=',_/ﬂ}

¢ U352 deren Dichte konvergiert offenkundig schneller als e~ %3 und

wegen ¢~ 057 = =05/ —p—x—3| — p—0S5(p+x] =057 auch schneller als e— 957,
Pramit erfiille sich (17) fiir die Normalverteilung, denn es ist

.5y =05
& ¥ v

ST SRR 0 S
(x+p) TF0 T (T Ha I +3) »
wober der Bxponent wegen der Konkavitidt von In(x+y) mit y— oo gegen

¢ strebt. Bs muld also wenigstens bei der Normalverteilung und allen
Vertetlungen, deren Ihichte schneller konvergiert, [iir kleine o einen kon-
vesen Indilferenzkurvenverlaul geben,
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Als letztes Problem bei der Analyse von Verteilungen, die auch iiber der
negativen Halbachse liegen, sel noch der Einflull der durch ¢ gemessenen
Risikofurcht auf die Steigung der Indifferenzkurven angesprochen. Es bleibt
im Prinzip bei dem oben mit (A 48) schon gefundenen Ergebnis

L |

de U par)

(18) >0,

T
de [ o

denn die Argumentation des Anhangs 1 1dBt sich vollstiindig iibernchmen.

Somit konnen wir zusammenfassen: Obwohl von den subjektiven Priife-
renzen her (wegen e< | allerdings maBige) Risikofurcht vorliegt, sorgt die
Mehr-als-er-hat-kann-man-ithm-nicht-nehmen-Regel fiir ein Risikovorliebe
anzeigendes Verhalten, wenn nur die juristische Vermdgensverteilung weit
genug iiber die negative Halbachse hinaus streut.

Im Falle links be1 u - ke, k < oo, beschrinkter, lincaren Klassen entstam-
mender Dichtefunktionen hat das Indifferenzkurvensystem im u-g-Dia-
gramm im Bereich p/g>=k den iiblichen Verlauf, doch im Bereich p/o <k
wird fiir geniigend kleine u/e¢ die Steigung negativ, so daB die Indifferenz-
kurven schlieBlich sogar in den zweiten Quadranten einmiinden. Dort haben
sic Asymptoten mit der Steigung —k, wenn k die obere Grenze der
standardisierten Verteilung kennzeichnet.

Im Falle links unbeschriinkter linearer Verteilungen miinden die [ndifle-
renzkurven nach wie vor senkrecht in die p-Achse ein und weisen in der
Nihe dieser Achse cine Risikofurcht anzeigende Konvexitat aul, wenn ihre
Dichte [.(z) fiir z— o0 mindestens so schnell wie die der Normalverteiluny
konvergiert, Das Verhalten fiir kleine u/o entspricht jenem der links
beschriinkten Verteilungen. Fiir dic Normalverteilung bedeutet dies, dald dic
zugehorigen Indifferenzkurven im 2. Quadranten senkrechte Asymptoten
besitzen.

Die Steigung der Indilferenzkurven an einem beliebigen Punkt im p-a
Diagramm ist generell eine positive Funktion der durch & gemessencn
Risikofurcht.

Fur alle linearen Verteilungsklassen bleibt das Indifferenzkurvensystem
homothetisch.

1.3. Kritik der subjektivistischen Begriindung der Risikovorliche

Die hier gegebene Erkldarung fiir Risikovorliche ist ganz anders als (e
herkdmmlichen Begriindungen. Mit der sonst immer angeliihrten subjekt
ven Risikoneigung hat sie nimlich nur msolern zu tun, als die Nutzenfunk
tion bei v—0 beschriinkt sein muld, Zoum Verglech stelle man nur einmil i
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mit (2) beschriebene Nutzenkurve neben die klassischen von TORNQVIST
(19435), FRIEDMAN und SavacGe (1948) und Markowrrz (1952b) vorgeschla-
genen Kurven'’, wie es in der Abh. 11 getan wird.

U (v Ulw)
0 i v ] i i
TORNOVIST MarkowiTZz  FRIEDMAN 1. SAVAGE
Uiw)
0 = i

Machkminn-Regel und Webersches Gesete

Abbildung 11

Den klassischen Vorschldagen ist gemein, dall die durch den teilweise
konvexen Verlauf der Kurven zum Ausdruck kommende Risikovorliebe mit
der empirisch unbestreitbaren Neigung der Menschen, an Gliicksspielen mit
negativem Erwartungsgewinn letlzunehmen, begriindet wird. Bei Marko-
witz und Torngvist liegen dic konvexen Stiicke jeweils jenseits des Anfangs-
vermogens, da sich dort der fiir Gliicksspiele charakteristische Streubereich
belindet. Diese Annahme impliziert, dal es keine feste Vermbgensnutzen-
lunktion gibt, sondern dald ihre Lage vom Anfangsvermogen festgelegt wird.
Fricdman und Savage versuchen uber thren Kurvenverlauf der Beobach-
lung Rechnung zu tragen, dall insbesondere arme Leute an Gliicksspielen
lerlnehmen. Sie schen daher den konvexen Bereich ihrer vom Wohlstand des

YU redman und Savage nennen das Argument der Nutzenlunktion . Einkom-
men” thee Avsfubrongen begrinden aber cher eme Vermogensnutzenfunktion. Bei
Forngvist und Markowity wird die Lape der Nutzenfunktionen vom Ausgangsvel-
mopen G abhimoe gemachl
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Entscheidungstrigers unabhingigen Nutzenfunktion fiir mittlere Vermogen
(resp. Einkommen) vor'®,

Die angefiihrten klassischen Argumentationen sind empirisch fragwiirdig,
inkonsistent und implizieren irrationales Risikoverhalten. Wenn Friedman
und Savage recht hiitten, dann miiBte die Intensitit der Versicherungsnach-
frage beim oberen Mittelstand auBerordentlich gering sein, wihrend, aus
ihrem Ansatz heraus argumentiert, in dieser soziologischen Klasse niemand
bereit wire, Roulette zu spielen. Wiirde man die Toérngvist-Markowitz-
Hypothese einer vermogensabhiingigen Verschiebung der Nutzenkurve ak-
zeplieren, dann wire zwar beseitigt, was uns am Friedman-Savage-Ansatz
stort, doch wire dieser Vorteil mit der Billigung inkonsistenten Verhaltens
zu bezahlen, wie wir es ja schon bei der Diskussion des Relativititsaxioms
moniert hatten'”?,

Diese Ungercimtheiten deuten daraul hin, daB es schon vom Ansatz her
verfehlt ist, aus der Bewertung von Gliicksspielen auf die Gestalt der
Nutzenfunktion schlieBen zu wollen. Ganz deutlich wird der Fehler an
einigen Besonderheiten der Spielvorlicbe, die sich nur schwer mit den von
Neumann-Morgenstern-Axiomen in Einklang bringen lassen.

— Zuniichst ist dabei die Freude an der Kompliziertheit des Spiels zu
nennen, die bekanntlich dem fundamentalen Ordnungsaxiom wider-
spricht??. Sie kann bereits die Erkliarung fiir eine Teilnahme an Gliicks-
spielen sein, die unabhiingig von der Frage, ob die Risikopriferenzfunk-
tion fiir niichterne wirtschaftliche Entscheidungen konkav ist, Giiltigkent
besitzt.

'" Die links vom konvexen Bereich liegenden konkaven Kurvenstiicke werden her
allen Autoren auf die Meigung, Versicherungen abzuschhieBen, zuriickgefithrt. Das
rechts liegende konkave Stiick wird bei Friedman und Savage damit begriindet. dal}
Gliicksspiele mit mehreren Preisen ausgestattet sind, was einen Risikoaversion andeu-
tenden Diversifikationswunsch der Menschen nahelegt. Térngvist und Markowitz
behaupten aus einer mehr formalen Sicht hingegen, dali die Nutzenfunktionen oben
beschriinkt sein miiliten, wobei der erstere seine Intuition und der zweite den Wunsch,
das unten noch zu diskutierende Petersburger Paradoxon zu vermeiden. anfiihrt. Ml
einem dhnlichen Argument fordert Markowitz schlieBlich auch eine untere Beschriin-
kung der Nutzenfunktion, was interessanterweise wieder einen konvexen Funktions-
bereich erzeugt.

19 vgl, S. 15RIL.

' Wenn man nur ein vom Einsatz und von der Ausgestaltung des Spiels unabhiin
giges Vergniigen am Spiel emplindet, das vielleicht additiv dem von Neumann
Morgenstern-Nutzen hinzugefiigt werden kann, dann mag Markowirre (19520
S.1571) Recht haben, wenn er behauptet, cine konkave Risikopriiferenzdunktion filwe
zu dem Ergebmis, daBl ... when millionaires play together, they play for penmes”
Wenn aber die vollig unplausible Unabhiingigheit der Nutzen aufpepgeben wind, dann
151 es sehr gut mapglich, dafd die Millionare um griobiere Summen spiclen, obwaohl sie by
crnsthalten geschiifthehen Puntscherdongen Rastkolurcht zeipen
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— Sodann spricht emniges fiir ALLais’ (1952, 8. 132) Vermutung, die Spielvor-
liche konne damit crklirt werden, dal} der Einsalz unter einer Merklich-
keitsschwelle bleibe. wiihrend der ganz andere Dimensionen annehmende
mogliche Gewinn natiirlich jenseits ciner solchen Schwelle liege. Auch in
diesem Falle kann die (diskrete) Risikopriferenzfunktion sehr wohl kon-
kav sein.

Ein dhnliches Arguoment lautet, dali es eine menschliche Schwiiche sei,
geringe Wahrscheinlichkeiten {iber- und hohe Wahrscheinlichkeiten
unterzubewerten. Damit lieBe sich eine Risikovorliebe bei Gliicksspielen,
die typischerweise extrem niedrige Gewinnchancen bieten, durchaus er-
kldren. Eine solche Erklarung hiilt jedenfalls Y Aari (1965) fiir nétig, weil
er den von Friedman und Savage behaupteten konvexen Bereich der
Risikopriferenzfunktion experimentell nicht aufdecken konnte.

— Schlieilich miissen grundlegende Zweifel an der Anwendung der von
Neumann-Morgensternschen Rationaltheorie auf die Spielsituation ange-
bracht werden. Ist nicht der bei Spielern zu beobachiende Schicksals-
glaube und der Pseudorationalkalkiil der ,totsicheren Spiclsysteme™ gera-
dezu emn Musterbeispiel [iir Irrationalitiit? Oder hat nicht Hicks (1962,
5. 793) recht”', wenn er zur Unterscheidung von Portefeuilleentscheidun-
gen und Gliicksspielen sagt: “They [die Portefeuilleentscheidungen] are
work: gambling is relaxation. To expect consistency in gambling is futile,
[or gambling is a rest from consistency.”

Anstatt das Spiclerverhalten erkliren zu wollen, sollte man sich daher
liecber um die Beriicksichtigung einiger anderer Risikovorliebe anzeigender
Priferenzen bemiihen, die nichts mit Spielfreude und Merklichkeitsschwel-
len zu tun haben und bei Leuten zu beobachten sind, die sich ihren Vorteil
durchaus richtig auszurechnen wissen,

Warum ist offenkundig bei den meisten Menschen die Intensitit der
Nachfrage nach Haftpflichtversicherungen so gering, dafd es eines gesetzli-
chen Zwanges bedarl, um iiberhaupt ein profitables Versicherungsgeschiift
m Ciang zu bringen? Warum wagt es der Unternehmer, dem ., das Wasser bis
sum Halse steht™, noch einmal ,.alles zu riskieren®? Wie kommt es, dal} die
Keceder thre Tanker als diinne Blechkisten bauen lassen, die bei der kleinsten
Kollision ithr Ol ins Meer ergieben und unermeBliche Schiiden anrichten? In
all diesen illen zeigt sich Gleichgtltigkeit gerade gegeniiber stark negati-
ven Auspriggungen der juristischen Vermogensverteilung. Die in der abgelei-
teten Nutzenfunktion erfalite Mehr-als-er-hat-kann-man-ihm-nicht-neh-
men-Regel helert die Erklirung.

I "\-"J'J wueh Heks (19, S IX]]
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2. Das vollstindige Indifferenzkurvensystem bei starker
Risikoaversion (=2 1):
Die implizit vorhondene lexikagraphische Ovdnung

Im Unterschied zum Fall <1 ist es jetzt nicht mehr méglich, aus der
Maehkminn-Regel (1) eine vollstiandige von Neumann-Morgenstern-Nutzen-
funktion nach der Art von (2) abzuleiten, denn bei £>1 ist die originiire
Funktion an der Stelle =0 unbeschrinkt*?: lim, ., U’ (1)= — . Doch
immerhin bleibt es wahr, dall man jemandem nicht mehr nehmen kann, als
er hat: Ob man sein Vermdgen gerade nur verliert oder man sich dartiber
hinaus auch noch eine ohnehin nicht tilgbare Schuld anschreiben Lilit, ist
egal. Als totales Fiasko wird beides empfunden.

Wir miissen daher schlieBen, dall bei v=0=0 eine lexikographische
Vermogensgrenze liegt, so dall die Maximierung der ,Uberlebenswahr-
scheinlichkeit” zum priivalenten Ziel wird:

(19) max W (p=>0).

Dal} die Verbindung von Weberschem Gesetz und Maehkminn-Regel dic
Méglichkeit einer lexikographischen Vermdgensgrenze gerade ber =0
eréffnet, steht im Finklang mit unseren allgemeinen Erdrterungen zur
Theorie der lexikographischen Praferenz in Kapitel 11 B. Dort hatten wir im
Unterabschnitt 1.2 ja bereits erkannt, dal die lexikographische Vermogens-
grenze, wenn es sie iiberhaupt gibt, bei #=0 liegen mul.

Iiir lineare Verteillungsklassen lassen sich mit der Information aus (19)
bereits ( Pseudo-)Indifferenzkurven im p-g-Diagramm konstruieren. Da der
pecometrische Ort aller Punkte mit der gleichen Uberlebenswahrscheinlich-
keit bekanntlich?? durch die Bedingung

H—
{24) ——=gonst,
T

angegeben wird, sind die Pseudoindifferenzkurven durch Ursprungsstrahlen
gekennzeichnet; das wird in der Abb. 12 dargestellt.

Freilich ist in der Regel nicht das gesamte p-7-Diagramm mil Pseudo
Indifferenzkurven ausgeliillt, denn es kommen die Unter- (k) und Obergren
sen (k) der standardisierten Verteillung z=(v—p)jo ins Spiel, wie es dic
Abb. 12 ebenfalls zeigt.

“ Damit liegt eine Finschriinkung des Gultigkesbererchs des oben angenomn
nen archimedischen Axtoms vor. Dieses Problem wicd on lolgenden Abschon o
diskutiert. Vil besonders 5 19491

UVl Kapeted TE L Glechung (5) uind (6]
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Nach unten hin kann das Pseudoindifferenzkurvenfeld aus dem gleichen
Grund wie das oben in Abb. 10 dargestellte normale Indifferenzkurvenfeld*
durch die Ursprungsgerade g = —ko beschriinkt sein, unterhalb derer sich
ein Indifferenzfeld anschlieBt. DaB diese Grenze praktisch irrelevant ist,
braucht nicht betont zu werden,

Wichtiger ist indes die Obergrenze p=ko, oberhalb derer sich bei links
beschriinkten Vermdgensverteilungen der bereits aus Abb. 6 bekannte Be-
reich substitutionaler Indifferenzkurven anschlieBt. Ist zwischen Verteilun-
gen aus diesem Bereich zu wiihlen, dann kommt das priivalente Ziel einer
Maximierung der Uberlebenswahrscheinlichkeit natiirlich nicht zum Zuge,
denn das Uberleben wird bei allen zur Wahl stehenden Alternativen glei-
chermaben gesichert.

Bei der Diskussion der Abb.6 hatten wir offen gelassen®®, wie die
Indifferenzkurven in der Nihe der Geraden p=ko verlaufen. Aul diese
Frage wollen wir jetzt eingehen, um das Feld der .normalen” und jenes der
Pseudo-Indifferenzkurven nahtlos aneinander zu fiigen, Fiir den Fall der
beschrinkten Nutzenfunktionen (0<e<1) hatten wir ja gefunden, daf
generell (vgl. Gleichung (7)) du/dely, ., <w/e, was impliziert, daB die
Indifferenzkurven sich der Geraden p=ko mit kleinerer Steigung als k
ndhern. Auch in dem hier vorliegenden Fall £¢=1 ist ein solcher Verlauf
keineswegs ausgeschlossen. Wie im Anhang 2 zu diesem Kapitel, speziell mit
den Formeln (25)-(29) gezeigt wird, bestehen nimlich fiir normal verlaufen-
de Dichtefunktionen, d. h. solche, die links kontinuierlich gegen 0 gehen, [ir
die also f.(—k+ )=/ (—k—)=0, die folgenden Méglichkeiten:

(21) lim @

=pje fir =2,
i =4 | do L', )

<ule fiir g<2.

(Zur Ubertragung des Ergebnisses aus dem Anhang betrachte man nur die
Berechnung von lim. , B, substituiere du/do|,, ,, gemiB Gleichung
(A 48) llir B und setze y=k, x=p/o, @ =z und w=z).

Bei einer vergleichsweise geringen Risikofurcht (£ <2) bleibt es also dabei,
dul} die Indifferenzkurven im Winkel auf die Gerade p=ko stoBen. Doch
lur eine stiirkere Risikofurcht (22 2), die auch fiir die Abb. 13 angenommen
wurde. ist es anders. Unter dieser Bedingung schmiegen sich die Indifferenz-
kurven der Ursprungsgeraden an. Es sei noch erwiihnt, daB dies selbst
bei milliger Risikoaversion (¢=1) auftreten mufl, wenn eine ,.abgeschnit-
tene™ Dhchtelunktion mit f {—k—)=0 und f.(—k+)>0 vorliegt. Dies
lolgt aus dem Anhang 2 mit den Formeln (2) — (24).

HoRehe S5, 1RO
Y Siche S 166
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n=ka

%
1| substitutionaler
Bereich

lexikographischer
Bereich

Mu=—ko

Abbildung 12

Bislang haben wir nur den Fall links beschrinkter Verteilungen betrach-
tet, fiir die der praktisch relevante Teil des Indifferenzkurvenfeldes in einen
substitutionalen und einen lexikographischen Bereich zerfillt. Welche Ande-
rung sich im Fall links unbeschrinkter Verteilungen, wie z B. der Normal-
verteilung mit k= o ergibt, folgt unmittelbar, wenn man den entsprechen-
den Grenziibergang bildet: Der substitutionale Indifferenzkurvenbereich
verschwindet vollig.

Das hat die beachtliche Implikation, dafl die Regel*®, daB fiir gentigend
kleine Standardabweichungen ein risikoneutrales Verhalten angebracht ist.
also nach dem Erwartungswert allein entschieden werden kann, in eklatan-
ter Weise durchbrochen wird. Bei #—0 mul} jede noch so kleine Verande-
rung der Standardabweichung durch eine unendlich groBie Zunahme des
Erwartungswertes kompensiert werden. Man mag diese Implikation fir
unsinnig und deshalb den Fall =1 fiir unrealistisch halten. Doch sollic
man nicht vergessen, dafd die juristischen Vermbgensverteilungen der Wirk-
lichkeit hiiufig durch Hafltungsbeschrinkungen in den verschiedensten For-
men links begrenzt sind. Auch die populiire Normalverteilung ist, was thren
unteren Zipfel anbetrillt, mitunter keine gute Approximation der juristi-
schen Verteilungen, zwischen denen wirtschaftliche Entscheidungstriger zu
wiithlen haben. So sehen wir in der Implikation fiir die Bewertung unbe

YRR SO 121
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schrankter Verteilungen keinen zwingenden Grund, der es uns erlauben
wiirde, eine an sich erfreuliche, weitere Einschrinkung der nach dem
Weberschen Gesetz noch zulissigen Priferenzstrukturen aul den Fall
O<g=<1 vorzunchmen,

Cileichwohl gibt es aber einige Evidenz daftir, dall 0<é¢<1 den Normal-
fall darstellt. So miillte man bei £=1 jede beliebige Primie fiir eine
Haftpflichtversicherung zu zahlen bereit sein, eine Implikation, die der
Wirklichkeit recht deutlich widerspricht. Man kann hier zwar einwenden.
dali es immerhin Menschen gibt, die eine Haftpflichtversicherung auch
freiwillig abschlielien. Doch folgt aus dieser Beobachtung nicht zwangsliu-
fig. dab diese Menschen auch eine lexikographische Priferenz haben, denn
moglich ist ein solches Verhalten schlieBlich auch bei & <1. Umgekehrt folgt
aber aus der Beobachtung, dall einige Menschen keine Haftpllichtversiche-
rung nachfragen. dall sie ganz sicher keine lexikographische Priiferenz
haben. Im iibrigen wird sich spiiter bei der Mehrperiodenanalyse zeigen. daf
nur der Fall ¢<1 mit der Beobachtung, dall die Menschen mit dem Alter
ristkoscheuer werden, kompatibel 1st. Dall man trotz allem letztlich nicht
ausschlieBen kann, dall es Menschen mit =1 gibt, sollte klar sein.

Eine noch offene Frage ist, wie Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit
gleicher, jedoch von | verschiedener Uberlebenswahrscheinlichkeit bewertet
werden sollen. Auf Indifferenz kann man ja bekanntlich nicht schlieBen. Die
Antwort ist nicht offenkundig, da der Erwartungsnutzen dieser Verteilungen
durchweg —oo ist. Trotz der Unendlichkeit kann man aber die beste
Verteilung ermitteln, wenn man sich bemiiht, Dominanzrelationen aufzu-
decken. Wir wollen uns damit begniigen, dies fiir lineare Verteilungsklassen
zu tun. Aus der Normierung v=pu+za, E(z}=0, a(z)=1, die fiir solche
linearen Verteilungsklassen vorgenommen werden kann, erkennt man, daf}
eine proportional gleiche Veriinderung von g und &, die die Uberlebens-
wahrscheinlichkeit nicht verdndert®’, eine Verbesserung bedeuten mub,
denn wegen (2) und

(22) Av=Au+zio, A1,

wird einer jeden Auspriigung z der standardisierten Zufallsvariablen eine
grollerc Auspriagung v der faktischen Vermogensverteilung zugewiesen,
wenn zuvor p>0 war, und die gleiche Auspriigung, wenn zuvor v=0 war.
IYe Verbesserung leuchtet unmittelbar ein, ist indes aber auch durch das
Unabhiingigkeitsaxiom in Verbindung mit dem Nichtsittigungsaxiom zu
erkliiren. Nach diesen Axiomen lige eine Verbesserung ja bereits dann vor,
wenn sich nur emn emziges noch so kleines Intervall z=<z=:z z <32, isolieren

Stche Cilleschungen (1 B S) und (1 B6), wober ¢ =0 2u setzen 1st,
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lieBle, welches die Eigenschaft aufweist, daB, falls eine Auspriigung z dort
hineinfillt, als Ergebnis ein hoheres Vermogen als zuvor erzielt wird, und
falls die Ausprigung z andere Werte annimmt, sich am Ergebnis nichts
indert. Diesen Uberlegungen wird in der Abb, 12 dadurch Rechnung getra-
pen, dafd die Ursprungsstrahlen mit Pleilen versehen sind. Wandert man auf
einem Ursprungsstrahl nach rechts, so gelangt man wegen der Dominanz-
relation zu besser bewerteten Vertellungen.

Damit ist das Wichtigste zum Fall ¢=1 gesagt. Der Ubersichtlichkeit
halber fassen wir das Ergebnis noch einmal kurz zusammen:

Im Fall starker Risikoaversion (¢=1) impliziert das Webersche Relativi-
titsgesetz im Zusammenhang mit der Machkminn-Regel, daB es bei =0
cine lexikographische Vermégensgrenze gibt. Die Maximierung der ,,Uber-
lehenswahrscheinlichkeit” W (V>#) ist daher das privalente Ziel. Es
kommt allerdings nur dann zum Tragen, wenn dic zu bewertenden Vertei-
lungen zum Teil tiber der negativen Halbachse liegen. Ist dies nicht der Fall,
bleiben die iiblichen Eigenschaften der Erwartungsnutzenbewertung be
konkaver Nutzenfunktion erhalten.

Bei linearen, links bei p—ka. k<oo0, und rechts bei p+ko, k<o,
beschriinkten Verteilungsklassen sind im p-g-Diagramm drei Bereiche zu
unterscheiden: Ein Indifferenzfeld fiir u/a =< —k, ein Bereich mit Ursprungs-
strahlen als Pseudoindifferenzkurven fir —Fk<p/oe =k und schlieBlich ein
Normalbereich substitutionaler Indifferenzkurven flir p/og > k. Der Naht-
linie zwischen den beiden letztgenannten Bereichen niihern sich die substitu-
tionalen Indifferenzkurven .im Winkel”, solange <2 und eine links konti-
nuierlich ablallende Dichtefunktion vorliegt, und mit gleicher Steigung,
wenn =2 und/oder die Wahrscheinlichkeitsverteilung mit links sprunghaft
verschwindender Dichte auftritt. Eine Pseudoindifferenzkurve rangiert tiber
einer anderen. wenn sie fiir gegebene o hoherer Werte fiir p anzeigt. Aul einer
Pseudoindifferenzlinie gelangt man mit wachsender Entfernung vom Ur-
sprung zu besser bewerteten Verteilungen.

Bei linearen unbeschriinkten Verteilungsklassen, zu denen die Normalver-
teilung gehirt, ist das gesamte p-g-Diagramm mit aus dem Ursprung
entspringenden Pseudoindifferenzkurven ausgefiilll,

Abschnitt C
Arrows Hypothese der zunehmenden relativen und
abnehmenden absoluten Risikoaversion

ARROW (1965, S. 28 44: 1970, S.90-120) propagiert eine Priferenzstruk
tur, die sozusagen zwischen der Hypothese der vermagensunabhiingigen
und der konstanten relativen Risikoaversion hegt. Sie napleaert, dald e
Anwiachsen des Vermipens zu ciner Zunalime der Intensitiit der Versiche
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rungsnachirage bei einer Vermogensversicherung und einer Abnahme der
Intensitiit der Versicherungsnachfrage bei einer Versicherung von gegebe-
nem Wertumfang fiihrt!.

Entscheidend fiir die Argumentation zugunsten der Hypothese der zuneh-
menden relativen Risikoaversion ist die Forderung nach ciner beidseitigen
Beschrinkung der Nutzenfunktion iiber der positiven Halbachse, die Ar-
ROW (1965, 5. 18-27; 1970, 5.44-89) aus dem Bemiihen, ein verallgemeiner-
tes Petersburger Paradoxon zu vermeiden, ableitet. Das Petersburger Para-
doxon ist ein altbekanntes mathematisches Problem, das seinen prignanten,
wenn auch nicht ganz korrekten Namen nach den von BERNouLL1 (1738) in
S5t. Petersburg veroffentlichten Losungsversuchen erhielt. Zur Losung dieses
klassischen Problems hat bereits MENGER (1934) eine obere Beschriinkung
der Nutzenfunktion verlangt und damit Arrows Forderung teilweise vor-
weggenommen,

Der Forderung nach einer beidseitigen Beschrinkung der Nutzenfunk-
tion, also lim,_,., U(r)> —oo und lim,__,, Ulv)=<+ =, werden die aus
dem Weberschen Relativitiitsgesetz abgeleiteten Funktionen (A 34) (vgl.
auch Abb. 6) wegen

(1) lim Up)=—w=., wenn e=1,
04+

und

(2) lim Ulp)=+w, wenn e<1.

& ¥+ an

nicht gerecht. Statt dessen benétigt man Nutzenfunktionen, die fir p—0+
cine relative Risikoaversion ¢(v) von <1, fiir v— o hingegen cine solche
von >1 aufweisen, also Funktionen, die eine zunehmende relative Risiko-
aversion implizieren?.

Da Arrows Forderung unsere Priferenzhypothese scheinbar in den
Grundfesten erschiittert und auflerdem in der Literatur bisweilen kritiklose
Anerkennung gefunden hat, miissen wir uns mit ihr im folgenden griindlich
auseandersetzen. Wir werden zunichst die klassische Argumentation zum

" Wgl S 16910

* Lin Beweis dazu findet sich bei ARrROW (1970, S.110f). Eine einfache formale
eschrerbung der Hypothese der zunehmenden relativen Risikoaversion kann die von
Rummnsrs (1976) vorgeschlagene verallgemeinerte Nutzenfunktion U(vj=In(x4+v)
n Fall o <0 hielern. s st hier niimlich

r o ‘:. .
” “i | ! !P[I_!'}ﬂ

und somil

A | e | g
{J {17 a1 on

St wepen hig g dnda be) o e awar unten, doch wegen hm, | Infe+o)=
mieh ohen beschranki
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Petersburger Paradoxon bis einschlielilich Menger verfolgen und uns Arrow
anschlieBend zuwenden, Im Zusammenhang mit Arrow sind drei Probleme
zu diskutieren. Erstens die Frage der Nutzenbeschriinkung an sich, zweitens
die Frage, ob aus der Nutzenbeschrinkung wirklich inhalthch bedeutsame
Implikationen fiir die Risikobewertung gewonnen werden kdnnen, und
drittens die empirische Evidenz, die Arrow zugunsten seiner Hypothese
glaubt anfiihren zu kénnen. Da es bei dem dritten Punkt um die optimale
Strukturierung von Weripapierportefeuilles geht, schieben wir seine Be-
handlung bis zum letzten Kapitel (V) auf, wo solche Fragen behandelt
werden”.

|. Das Petersburger Paradoxon

Peter fragt Paul, wieviel er fiir das folgende Gliicksspiel einzusetzen bereit
ist. Fine Miinze wird so hidufig geworfen, bis zum ersten Mal ,, Wappen™
erscheint. Dann zahlt Peter dem Paul den Betrag von 2" Dukaten, wenn »
die Zahl der Wiirfe milit. Werden Gliicksspiele nach dem Erwartungswert-
kriterium bewertiet, sollte Paul wegen

oG ] L= =
(3) E[}’}=Z( )2*' Zlv
1

bereit sein, ¢inen unendlich hohen Einsatz oder doch mindestens soviel fiir
das Spiel zu zahlen, wie er besitzt. Dall kein Paul das tun wollte, erschien
vom Standpunkt der klassischen Theorie des Gliicksspiels als unverstind-
lich, ja offenbar sogar als paradox.

Cramer (1728) und BErnourLLr (1738) glauben indes, in threr Theorie des
Erwartungsnutzens eine Erklirung fiir Pauls Verhalten gefunden zu haben®.
Sie liege darin, dall man

Iny (BERNOULLI),

o ] n
(4) Ula)> ), (E) U@), Up)=4 v } (CRAMER)

: min (v, v*), 1* =0,

findet, wenn nur Pauls Vermogen, a, groB genug 1st”. Paul wiirde sich
diesem Fall hiiten, sein Vermogen fur das Spiel einzusetzen.

3 Siehe 8. 2801T,

* Vel S. 811 .
* g muB bei Inv groBer als 4 und bei \f:‘ grifier als 1432/ 2)1= 58 s, was,
wenn s um Dukaten geht, geringwertige Summen st (Man konnte natuichich auch

um Paliiste spielen. Die meisten Leser miilhten i diesem Fall aome Spael teilnehmen.)
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Obwohl kein Geringerer als LAPLACE (1814, S. XV und S.439-442) den
Cramer-Bernoullischen Ansatz akzeptiert hat, behauptet MeENGER (1934,
bes. S.468), daB zwar die Nutzenfunktion min(v,v*). nicht jedoch die
Funktionen In¢ und \,f; wie auch alle anderen nach oben hin unbe-
schrinkten Funktionen die wahre Losung des Problems bringen. Bei unbe-
schriinkten Funktionen gelingt es ndmlich leicht, ein Spiel zu konstruieren,
bei dem

£

(5) ). (;) Ula(n)]= o,

n=1

wenn statt 2" ein Betrag o(n) ausgezahll wird, der mindestens so grol} ist,
dal fiir alle n gilt:

2

n
(6) (1) Ula(n)]>e>0,  e=const.
Wie reich Paul auch immer sein mag, fiir ein solches Spiel miilite er,
vorausgesetzt die Nutzenfunktion sei entweder lnv oder /v (allgemein:
nach oben hin nicht beschrinkt), alles geben, was er hat. So haben wir ein
neues ,,Paradoxon”. Eine wirkliche Liosung bringt nach Mengers Meinung
nur eine obere Beschréinkung der Nutzenfunktionen, wie sie z. B. in Cramers
zweiter Funktion auftaucht (6) ist dann niimlich nicht ldnger erfiillbar.

So scheint man die obere Beschriinkung der Nutzenfunktion nicht vermei-
den zu konnen, wenn die Implikationen der Erwartungsnutzenregel im
Einklang mit dem wirklichen Verhalten der Menschen stehen sollen. Doch
gibt es auch andere Vorschlige zur Losung des Petersburger Paradoxons,
die zeigen, dal} dieser Schlufl zu voreilig wiire".

CHipmAN (1960, S.221) sucht die Erkldarung eines geringen Einsatzes (p)
lir das Petersburger Spiel in einer lexikographischen Vermdgensgrenze
>0, die es unter allen Umstiinden erfordert, dall a—p+a(n)=10 isL
FUrRLAN (1946) glaubl, die Losung liege in einer Diskontierung der Auszah-
lungen an Paul, die nitig sei, weil die Durchfiihrung des Spiels Zeit bendtige.
MENGER (1934, 8. 4711) erdrtert auch die Moglichkeit, das Paradoxon durch
eine dem Menschen eigene Vernachlissigung kleiner Wahrscheinlichkeiten
su erklidren, SENeTTI (19706) weist darauf hin, dald beim Petersburger Spiel der
Variationskoeflizient des Gewinns unendlich sei und somit bei den in der
ji-r-Analyse iiblichen Indifferenzk urvenverldufen eine Spielbeteiligung nicht
in Prage komme. Leider deckt er jedoch die Beziechung zu dem von ihm
implizit unterstellten von Neuamann-Morgenstern-Index nicht auf, was drin-
pend nitig wiire, da es sich von selbst verbietet, bei der ausgefallenen

"o embangreiche Dateraturabersicht pibt Samupeson (1977),
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Verteilung des Petersburger Spiels auf die iiblichen Annahmen iiber den
Verlaul von Indifferenzkurven zuriickzugreifen.

Eine sehr einfache Lésung wurde von Bernoullis deutschem [Ubersetzer
Pringsheim vertreten (EERNULILLI (1738, Fn. 10, 5.46-32)), geht aber, wie
TopHunTeR (1865, S.222) und Keynes (1921, 5.317) berichten, bereits aufl
Poisson, Concordet und Cournot zuriick. Nach ihr hat sich Peter mit dem
Spiel, das er Paul anbietet, einfach iibernommen. Wenn Paul schlau ist, weily
er, dal} ungefihr in der Gegend von k=50 Wiirfen das Vermogen der Welt
nicht mehr ausreichen wiirde, seinen Anspruch zu erfiillen’. Da Peter seine
Zahlungsunfdahigkeit bereits viel [rither eingestehen miilite, ist die Gewinn-
erwartung des Spiels sicher endlich, niimlich weniger als k + 1 Dukaten®. und
Paul tate gut daran, sich noch sinmal zu iiberlegen. ob er sein Vermogen
riskieren sollte. Dieser letzten Argumentation kann man sich wohl nicht
verschliefen. Der von BerTrAND (1907, §.61) vorgebrachte Einwand, man
konne die Gewinnerwartung durch fortgesetzte Verkleinerung der Auszah-
lungseinheiten unendlich machen, obwohl Peters Vermégen begrenzt ist,
trifft nicht den Kern der Sache, denn ein Paradoxon in der Art. dal
irgendwann Paul doch bereit sein sollte, sein Vermogen einzusetzen, lilt
sich auf diese Weise nicht produzieren. Natiirlich geht der Erwartungsge-
winn in der verkleinerten Einheit gemessen gegen unendlich, doch, was
gemeinhin iibersehen wird, gemessen in der Ausgangseinheit (Dukaten) geht
er gegen null”. Das aber sollte Paul nun erst recht davon abhalten, sein
Vermogen herzugeben'™ ',

7 Wer nicht glaubt, dali der nutzbare Spielgewinn endlich bleiben muf}, kann bei
BriTo (1975) nachschauen, Dort wird aol der Basis der Beckerschen Konsumtheorie
bewiesen, daf} er es schon deshalb bleiben mul, weil zum Konsum Zeit benotigt wird.
von der man nicht genug hat.

% Wenn 2" den Betrag milit, den Peter hischstens auszahlen kann, ist die Gewini-

erwartung des Paul
]

k
E(Y)=Y (12r 2+[1-¥ (1/2"]2",
n=1 =1

woraus nach einigen Umformungen E(Y)=k+ 1 folgt

* Verkleinert man die Auszahlungseinheit aul 1/{2*) Duokaten, dann 1st Peters
Vermégen in der neuen Einheit (nE) gemessen 27, was nach der Formel in der
vorangehenden FuBnote eine in newer Einheit gemessene Gewinnerwartung von

E(Y,p)=k-+x+ 1, also in Dukaten (£2) gemessen den Erwartungsgewinm

KA4-%4-1 p
£‘{‘l’,,]1=f—a= und somit  lim E(Y,)=0

2 ki
erbringl.

W Vel 2. B, Keynes (1921, 5.317) und Gornncer (1971772, 5.494), die Berirands
Einwurfl zu akzeptieren scheinen.

"OSamueLson (1960) zeigl, dall der maximale Binsats emes Erwart LTSS I 2T
ximierers bei einer gegen null schrumplenden Einheit gemessen m dieser Finheit gegen
# peht, Auch dieses Ergebnis st aus der Sicht des Paradoxons ziemhch amnteressand
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So kommen wir zu dem Schlull, dald keinerlei Notwendigkeit besteht, die
klassische Version des Petersburger Paradoxons durch die Einfiihrung des
Erwartungsnutzenkonzepts, geschweige denn durch die zusiitzliche Annah-
me oben beschrinkter Nutzenfunktionen zu losen. Die wahre Losung liegt
i der natiirlichen Begrenzung der Auszahlungen.

2. Das Utility-Boundedness-Theorem

In verkiirzter Form lautet Arrows (1970, 8. 63-69) Begriindung fiir die
IForderung nach einer Beschrinkung der Nutzenfunktion folgendermalen:

Gegeben sei eine Wahrscheinlichkeitsverteilung e, iiber der (strikt) positi-
ven Halbachse, die nur endlich viele Auspriigungen der Zufallsvaniablen V
aufweist. Dann ist bei iiberall definierter Nutzenfunktion der Nutzen einer
jeden Ausprigung endlich und folglich auch der Erwartungsnutzen. Weiter-
hin sei eine Wahrscheinlichkeitsverteillung e, nach der Art des von Menger
mit (6) verallgemeinerten Petersburger Spiels gegeben, die einen unendlich
groben Erwartungsnutzen aufweist und auch unendlich viele Ausprigungen
hat. Zusiitzlich gebe es noch eine dritte Verteilung, e,, die ebenfalls vom Typ
(6) sei, jedoch Auszahlungen x(n) aufweise, wobei gelte x(n)=x(n), wenn
%(n) die Auszahlungen der Verteilung e, bezeichnet. Die Prifercnzordnung
swischen den drei Verterlungen lautet dann e, <e, <e,, wobel e, <e, aus
cinem von ARROW (1970, 8. 50) angegebenen Dominanzaxiom oder dem in
dieser Arbeit verwendeten (starken} Unabhingigkeitsaxiom folgt, SchlieB-
lich fiihrt Arrow eine weitere Verteilung e, ein, die zusammen mit e, und e,
in der nachfolgenden Tabelle dargestellt wird. Sie ist dadurch gekennzeich-
net. dall beginnend mit der j-ten Ausspielung nur noch der (beliebig zu
wiihlende) Betrag fi, zuvor jedoch der gleiche Betrag wie bei der Verteilung
¢ . also (n), ausgezahlt wird.

Ausspielung 1 P =14 i j+1
Wahrschein- iy 1\* 04 el Ly P
lichkest (E) (E) = (E) (J—) (i)
oy afll) (2} 2(j—1) () afj+1)
® all)  w(2) ali—1) &l aG+1)
x(1)  &(2) L &l=1) ] f

OMtenkundig hat die Vertetlung e, endlich viele (nimlich j) Ausprigungen
nnd muly daber wie die Verteilung ¢, schlechter als e, sein: ¢,>¢,.
Vndererserts sollle man erwarten, daly es durch dic Wahl eines geniigend
hohen ¢ pehngt, ¢ behelng nuhe an e heranzubringen, denn mit ciner



198 Die Struktur der Risikopréferensz [11

VergroBerung von j kann man ja die Wahrscheinlichkeit dafir, dab e, zu
cinem anderen Ergebnis als e, fiihrt, dem Wert 0 beliebig annihern. So
miillte man es erreichen kbnnen, dald wegen e, >e, schlielBlich auch e, >e,
1st. Dies wiirde aber einen Widerspruch bedeuten, den Arrow nur durch die
Forderung nach einer oberen Nutzenschranke glaubt beseitigen zu knnen,
da eine solche Schranke bekanntlich die Unendlichkeit des Erwartungs-
nutzens von ¢, und e, verhindern wiirde.

Wir wissen bereits aus der Diskussion um die klassische Version des
Petersburger Paradoxons, dali der von Arrow konstruierie Widerspruch in
der wirklichen Well schon deshalb nicht aultreten kann, weil es die Vertei-
lungen e, und ¢, mit unendlichen Auszahlungen gar nicht gibt. Sollte Arrow
aber darauf beharren, den Verlauf der Vermdgensnutzenfunktion auch fiir
die Scheinwell der unbegrenzten Vermogensverteilungen festzulegen, so mag
er die oben unbeschriinkten Weber-Funktionen U (v)=Inv und U (v)=
(l—g)e' %, e< 1, fir Vermdgen abindern, die den Wert der Erde iiberstei-
gen. Dann ist er zulfrieden, und wir sind es auch.

Dennoch kann man Arrows Argumentation nicht als vollig belanglos
abstempeln, denn sie ldlbt sich in gleicher Weise auch gegen eine untere
Beschrinkung der Nutzenfunktion anfithren. Man braucht bei einer unten
unbeschriinkten Nutzenfunktion ja analog zu (6) nur eine abnehmende Folge
von Auspragungen o{n) einer VermoOgensverteilung zu konstruieren, so daly

(7) (%) Ula(n)]<c<0, c=const., o(n)=0.

Dann hat man eine Vertetlung e, mit einem Erwartungsnutzen von — oo,
der kleiner ist als der Erwartungsnutzen jeder anderen Verteilung e, mit
endlich vielen strikt positiven Vermdgensausprigungen, so dall also ¢, =e..
Konstruiert man anschlieBend analog zum obigen Vorgehen noch die
Verteilungen e, mit &(n) <a(n) und e,, s0 kommt man zu dem Widerspruch,
dal} einerseits e, >e,, weil ¢, endlich viele Auspriigungen hat, andererseits
aber ey <le,, weil e, der Verteilung e,, die ja eindeutig schlechter als e, ist,
durch eine Vergrofierung von j beliebig ,dhnlich™ zu machen sein sollte. Der
Widerspruch it sich losen, wenn die Nutzenfunktion bei p—0+4 be-
schrinkt ist, weil dann e, und e, endlich sind.

Diese Argumentation fiir eine untere Nutzenschranke kann man nicht in
iihnlicher Weise entkriiften wie jene gegen eine obere Schranke, denn die in
ihr unterstellien Vermogensverteilungen sind ja realisierbar'*, So wird ¢s zur

' Die von Arrow (1974) aul einen Diskussionsbeitrag von Ryan (1974) pegehei
Antwort zielt in diese Richtung. Arrow stellt dabei niimbich lest, dald die xistens de
mathematischen Frwartung der 2o bewertenden Vermagensverteillung die Pxistene
des Brwartungsnutzens implizert, wenn nor die NMuteenfunkiion konkay, monedon
steend nnd von unten her beschiinkt st
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entscheidenden Frage, ob man tatsiichlich davon ausgehen darf, dafl sich in
der Priiferenzordnung die Verteilung ¢, durch ein geniigend hohes j beliebig
nahe an die Verteilung ¢, heranbringen L.

ARROW (1970, S.48[) nimmt genau digses mit seinem Monotone-
Continuity-Axiom an. Das Axiom ist mit dem oben'? verwendeten archime-
dischen Axiom verwandt, aber nicht identisch. Die Unterschiede werden
klar, wenn man einmal die drei folgenden Annahmen unterscheidet.

1. Lexikographisch geordnete Vermogen sind generell ausgeschlossen. In
diesem Fall sind die bei v—0+ unbeschrinkten Weber-Funktionen mit
&> 1 unzulissig, da sie eine lexikographische Ordnung der Vermgensposi-
tionen v=0 und v>0 implizieren. Sowohl das archimedische als auch das
Monotone-Continuity-Axiom haben, wenn sie nicht eingeschriankt werden,
diese Implikationen, Was das erstgenannte Axiom betrifft, ist uns diese
implikation bekannt. Fiir das andere zeigt sie sich, wenn man unterstellt,
daB f in der Verteilung e, unendlich wertvoller als jedes w(n) in der
Vertellung e, ist oder umgekehrt, denn in diesem Fall konnte es durch kein j,
wie hoch es auch immer sein mag, gelingen, ¢, beliebig an e, anzunéhern.

2. Die Vermdgen von v=0 und >0 sind lexikographisch angeordnet,
und fiir ©=>0 gilt das Monotone-Continuity-Axiom. Da bei den in Arrows
Argumentation vorkommenden Verteilungen durchweg v > () angenommen
wurde, folgt wie unter 1, daB bei p—0+ unbeschriinkte Verteilungen unzu-
lissig sind, da sich sonst ein Widerspruch aufzeigen liefle.

3. Die Vermogen v=0 und v>0 sind lexikographisch angeordnet, und
fir =0 gilt das archimedische Axiom. In diesem Fall diirfen die Nutzen-
funktionen bei v—0 unbeschriinkt sein. Um dies einzusehen, wiihle man
drei beliehige Ausprigungen der von Arrow angegebenen Wahrscheinlich-
keitsverteilungen aus, die in der Reihenfolge ihrer GréBe v.v und v,
genannt seien, und bestimme mit einer der unten nicht beschrinkten Weber-
Funktionen Iny und (1 —&)o' % &> 1, die ,Indifferenzwahrscheinlichkeit”
w des miltleren Vermdogens nach der Formel

Uigy=wlU()+(1—w)Ulp), v, =0>0,.

Man wird immer finden, dafl 0<w-<=1, wie es das archimedische Axiom
verlangt'?,

Wiihrend der Fall 1 zeigt, daB, soweit sie nicht eingeschriinkt werden, die
heiden zu vergleichenden Axiome lexikographisch geordnete Vermogen und

"oyl Kap 1 C 21,
VO Uime zn beweisen, dal in diesem Fall flir Petersburger Spiele auch tatsdchlich
noch die Erwartungsnutzenregel folgt, mull man freilich noch fiir die in 11 C2.2

cinpelulinte untere Begrenzung ¢, den Grenziibergang v, —+0 vornehmen. Will
min alse 2 0 e ¢ die Brwartangsnatzenregel herleiten, so tue man dies in der

pewohnten Wesse zuniichst T e und setee dann ey =l ooy
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als Konsequenz dann auch unbeschriinkte Nutzenfunktionen ausschliefien,
folgt aus einem Vergleich der Fille 2 und 3, dali es die Spezalitit des
Monotone-Continuity-Axioms ist, [ir eine Nutzenbeschrinkung selbst
dann zu sorgen, wenn man dic lexikographische Ordnung der Vermogens-
ausprigungen v=0 und v>0 zuldlit

Wir wissen nicht, welche dieser Annahmenkonstellationen die richtige ist.
Dali der Fall 1, den wohl auch Arrow in erster Linic im Auge hat, der
plausibelste ist, haben wir ja bereits im Teil B dieses Kapitels festgestellt’>,
Fiir die hier nur zur Klarstellung konstruierte Annahmenkonstellation 2
spricht nichts. Die unter 3 zusammengefaliten Annahmen gehoren zu einer
der nach dem Weberschen Gesetz moglichen Priferenzstrukturen. Sie wer-
den zwar von der iiblichen (berechtigten) Kritik an lexikographischen
Ordnungen getroffen, doch irgendwelche dariiber hinausgehenden zwingen-
den logisch oder empirisch begriindeten Einwiinde bringt auch Arrow nicht
gegen sie vor,

So konnen wir festhalten: Arrows Begriindung einer oberen Nulzen-
schranke ist genausowenig fundiert wie die klassische, aul dem Petersburger
Paradoxon basicrende Begriindung, doch die Existenz einer unteren Nut-
zenschranke im relevanten Bereich ist cine logische Implikation des
Monotone-Continuity-Axioms, das eine verschiirfte Version des archimedi-
schen Axioms darstellt. Lilit man eine lexikographische Ordnung zwischen
Vermdgen von 0 und >0 zu und nimmt man fiir #>0 das archimedische
Axiom an, o gind auch unten unbaschriinkte Nutzenfunktionen zuldssig.

3. Die jehlenden inhaltlichen Implikationen der Nutzenbeschrinkung

Unabhingig von unserer Kritik an Arrows Annahme beschriinkier Nut-
zenfunktionen wollen wir die Beschrinkung jetzt einmal akzeptieren und
nach ihren inhaltlichen Implikationen fragen. ArRROW (1970, S.98) selbst
sieht die folgenden: (1) it ist broadly permissible to assume that relative risk
aversion increases with wealth, though theory does not exclude some
fluctuations; (2) if, for simplicity, we wish to assume a constant relative risk
aversion, then the appropriate value is one.” Die Implikationen sind offen-
kundig vorsichtig formuliert. Dennoch tauscht die Formulierung viel mehr
(Gehalt vor, als wirklich vorhanden ist. Um dies zu zeigen, wollen wir uns
bemiihen, die Weber-Funktionen so abzuiindern, dal} sich zwar ihr Grenz-
verhalten in Arrows Sinne veriindert, doch ansonsten moglichst wenige Aus-
wirkungen auf die Bewertung von Wahrscheinlichkeitsverteilungen in Kauf
zu nchmen sind. Wenn Arrows Utility-Boundedness-Theorem irgendwelche

' Siehe S.191f; vgl. auch die Diskussion der lexikographischen Kriterien im
Kap. Il C sowie S. 258, 319 und 325,
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empirische Relevanz haben soll, dann mufl unser Bemiihen wenigstens fiir
die von Arrow ausgeschlossene Weber-Funktion U (v)=(1—¢g)o! % e+1,
vergeblich sein.

Unterstellen wir zuniichst die Weber-Funktion fiir £< 1, und bilden wir,
wie es im vorigen Unterabschnitt schon angedeutet worden war, die modifi-
zierte Funktion

(8) Um(u]z{gg* f;} O<e<l.

v =alle Reichtiimer dieser Erde,

dann gibt es fiir alle in der Wirklichkeit vorkommenden Verteilungen keine
Auswirkung auf die Risikobewertung. Es ist weder ersichtlich, wieso es
wbroadly permissible” sein soll, eine zunehmende relative Risikeaversion im
relevanten Bereich zu unterstellen, noch gibt es einen Grund dafiir, ,for
simplicity” eine logarithmische Funktion anzunehmen.

Anders scheint es freilich bei einer Abidnderung der unlen nicht be-
schrinkten Weber-Funktionen fiir e=1 zu

D" o
© tmnﬂs{uﬁj §25}> #21, 030,

zu sein, Zwar kann diese Abéinderung keinen Einflul auf die Entscheidung
zwischen Wahrscheinlichkeitsverteilungen haben, die nur oberhalb von v
streuen, doch steht zu vermuten, dall es bei Verteilungen, die auch unterhalb
von v streuen, einen Einflull auf die Wahlentscheidung gibit. Inshesondere fiir
die Bewertung von juristischen Verteilungen, die in den negativen Vermo-
gensbereich hineinragen, sind drastische Konsequenzen zu erwarten, da

U, (0)=U,()=U(1)> —co.

Die Vermutung drastischer Konsequenzen ist aber falsch. Das soll gezeigt
werden, indem wir beweisen, daf es durch die Wahl eines geniigend kleinen,
jedoch von Null verschiedenen v gelingt, mit U, (v) dieselbe Priiferenzrela-
tion zwischen zwei beliebigen (juristischen) Verteilungen V, und ¥, zu
erzeugen wie mit U (v),

(1) wenn beide Verteilungen nur tiber der positiven Halbachse streuen, so
dab fiir sie gilt p—ok>0 mit k als der Untergrenze der standardisierten
Zulallsvariablen,

(2) wenn sie eine unterschiedliche , Uberlebenswahrscheinlichkeit™
W (v>=0) anzeigen (mindestens eine der beiden Vertcilungen ragt dann in den
negativen Vermdgensbereich hinein) und
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(3) wenn sich bei gleicher Uberlebenswahrscheinlichkeit ihre Standardab-
weichung unterscheidet und sie der gleichen linearen Verteilungsklasse
angehdren.

Zu (1) Dies zu zeigen ist trivial. Man braucht ja nur das willkurlich
gewiihlte v so klein zu machen, daB tiber dem Streubereich beider Verteilun-
gen Ulr) und U, (v) identisch sind. Fiir lineare Verteilungsklassen zeigt
sich dieser Effekt im p-g-Diagramm der Abb. 14, indem sich die aus der
Forderung u—ke>v abgeleitete Begrenzungsgerade fiir den Bereich, wo
die Indifferenzkurven unveridndert verlaufen, mit verkleinertem ¢ immer
niher an die ehemalige Grenze zum lexikographischen Bereich. p=ka.
anlehnt.

B pW=ke+e

Abbildung 12

Zu (2) Unter Verwendung der unbeschriinkten Funktion U (v) haben wir
oben'® die Maximierung der Uberlebenswahrscheinlichkeit als privalentes
Ziel ermittelt. Wenn die Behauptung unter (2) stimmt, muld sich daher
erweisen, dall von zwel unterschiedlichen Wahrscheinlichkeitsverteilungen
V, und V, diejenige mit der hoheren Uberlebenswahrscheinlichkeit bei einer
Verkleinerung von v irgendwann auch den hiheren, mit U () gebildeten
Erwartungsnutzen erhalt. Berechnen wir also einmal mit

(10) D jj] (U, (&)dv— jj;,_{m U, (vydu

= {/ (1) j fikeydo+ | fi () U (p)dv
r

— ]
Ll

| fen U (hde

P

—U (1) | fulo)do-

W Sighe Abschnitt B2
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die Erwartungsnutzendifferenz der beiden Verteilungen mit den Dichtefunk-
tionen f, (v) und f,(r), um zu sehen, was die Beziehung

(1) VilZ} V=D {Z]0

mit der Bezichung

(12) V (2} Voo W (V, > 0)= [ £, (0)do {2} W (V3 >0)= [ f, (o)
i 0

zu tun hat. Unterstellen wir, dall v bereits so klein gewihlt wurde, dal}
Uv) <0, dann erhalten wir nach Division des Ausdrucks (10) durch U (p),
einigen Umstellungen und Aufspaltung der Integrale [”...dv in die Sum-
men |p ...dv+ [} ... dvo,0<p<v, Uy)<U()<0, und unter Beriicksichti-
gung der Tatsache, daB |2 ...do=1 —[i ...dv, die Gleichung"’

(13) sgn D=sgn F,ﬂ (v)— 12 (v) v

Ufb
U{}

oo { Lfy (0) = f5(0)] gw}du] A

[y (o) falo

Lift man nun v—0 streben, dann verschwindet bei gegebenem v’ zunichst
das letzte Integral, denn es gilt:

lim M— g=1
p—0 | = i
;_,n U{H} . (=g} "
p—0 (1 =€) v

Doch auch der Einflull des zweiten Integrals lifit sich verschwindend klein
machen. Zwar dndert sich sein Wert beim Grenziibergang v—0 nicht in
cindeutiger Weise, doch immerhin gibt es fir diesen Wert eine obere
Schranke, die wir durch eine geeignete Wahl von v und ¢’ in der Ausgangs-
lage so klein machen konnen wie wir wollen, ohne damit an der Richtigkeit
von (14) etwas zu dAndern. Wegen U (0)/U (2)=1 wird diese Schranke durch

Y er bedentet

L - S
NI N ] I.'!l . owenn ‘J_ fﬂ.
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Y PRI o
(15) E“_’}}} ! Lfy ) =13 fl]]mdﬂ‘

=< | lim ? [ fi(e)=/15 ()] d

angegeben. Allein das erste Integral ist jetzt noch iibrig. Es nimmt bei dem
zuerst beschriebenen Grenziibergang den Wert der Differenz der Uber-
lebenswahrscheinlichkeiten der beiden betrachteten Verteilungen an. Insge-
samt haben wir also

(16) sgn [ lim lim D] =sgn [f,ﬂ (1) dt!—jlf', (v)dv].
=0 -0 0 0

womil die gesuchte Beziehung zwischen (11} und (12} gefunden 1st. Das
Ergebnis ist bemerkenswert, denn es besagt, daB man mit Hilfe der be-
schriinkten und daher im Sinne des Arrowschen Utility-Boundedness-
Theorems zulidssigen Funktion U, (v) die in den unbeschrinkten Weber-
Funktionen zum Ausdruck kommende Privalenz des Uberlebenszieles
beliebig genau approximieren kann. Fiir lineare Verteilungsklassen, auf die
die vorangehende Aussage freilich nicht beschrinkt ist, kommt man zu der
anschaulichen Interpretation. dald sich im Bereich p/o<k des p-o-Dia-
eramms mit sinkendem v die (nun echten) Indifferenzkurven immer enger an
die Pseudo-Indifferenzkurven, die wir oben abgeleitet haben, anlehnen'”®,

Zu (3) Als letztes bleibt jetzt noch zu fragen, ob unter Verwendung von
U, (v) von zwei der gleichen linearen Klasse entstammenden Verteilungen
mit gleicher Uberlebenswahrscheinlichkeit (sie mag=1 sein) digjenige mil
dem hoheren Wert [lir o vorzuziehen ist, wie wir es fiir die unmodifizierten
Weber-Funktionen abgeleitet haben'®. Die Antwort ist leicht zu geben,
wenn wir m (10) einmal die erste Verteilung mit Hilfe eines Proportionali-
titsfaktors 4 4> 1, ausdehnen, was ja keinen Einflul auf die Uberlebens-
wahrscheinlichkeit hat*", Wegen

UA w
(17) D=U(w) | fy(mde+ [ f, (U (Ze)dv
0 pid
—U(n) '[ {5 (ohdv—§ £ U (o) de
mit . ¥
i ¢ A
(18) f”__ = St U e ede =0
i
U has hielbe sich auch vnmaitelbar unter Ruckenll aul dhe Gilewhung (A 44
Pewesen

i Vil &, TEE]
N el Clerchomgen (0 BSE aod (0BG i ¢ 0
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kommt es unabhiingig davon, wie groB v ist, zu einer Verbesserung derjeni-
gen Verteilung, deren Streuung parallel mit 4 (es gilt ja o (V)= (1))
vergroliert wird. Wenn wir fir die Ausgangssituation D=0 annehmen,
entspricht dieses Ergebnis gerade unserer Behauptung (3). In gewisser Weise
scheint das Ergebnis im Widerspruch zu dem, was wir zu (2) fanden, zu
stehen. Wie kann es sein, dal} die Indifferenzkurven einerseits Ursprungs-
strahlen im p-g-Diagramm approximieren, man aber andererseits zu hohe-
ren Indifferenzkurven gelangt? Die Lésung liegt einfach darin, daB die
Steigung der Indifferenzkurven sich bei p—0 zwar an digjenige von Ur-
sprungsstrahlen annihert, sie aber nie exakt erreicht. Zeichnerisch kénnte
man diese Feinheit nur noch indirekt verdeutlichen; z.B. so, dall man, wie
von den Pseudoindifferenzlinien gewohnt, nach aullen weisende Pfeile auf
den Indifferenzgeraden anbringt. Damit kann man dann aber auch gleich
beim Kurvensystem der Abb. 12 bleiben, das wir aus den unbeschrinkten
Weber-Funktionen abgeleitet haben.

So lautet unser Verdikt iiber Arrows Hypothese der zunshmenden relati-
ven Risikoaversion: Selbst wenn man die Annahmen, die zur Nutzenbe-
schriinkung fithren, iitbernimmt, so folgen daraus praktisch keine inhaltlich
relevanten Implikationen fiir die Risikobewertung. Obwohl alle aus dem
Weberschen Geselz abgeleitete Priiferenzstrukturen Nutzenfunktionen im-
plizieren, die mindestens in eine Richtung unbeschrinkt sind, kann man sie
so modifizieren, dall zwar der Nutzen beschriinkt ist, doch die Bewertung
von Risikoprojekten entweder gar nicht oder, wenn iiberhaupt, so in einem
beliebig geringen Male beeinflullt wird.

Auch in Anbetracht dessen, was wir in den beiden vorangegangenen
Unterabschnitten feststellen konnten, sollten wir uns daher SAMUELSON
(1969, 8. 243) anschlieBen, wenn cr sagt: “Since | do not believe that Karl
Menger paradoxes of the generalized St. Petersburg type hold any terrors
lor the economist, | have no particular interest in boundedness of utility ...”
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Anhang 1 zu Kapitel 1]

Man nehme zunéchst zur Kenntnis, dall eine Dichtefunktion f, (w) eine
hishere mathematische Erwartung E (W) als eine andere Funktion f, (w)
mit sich bringt, wenn cs ein w* gibt, so dab

(1) S, (W)=fi, (W), wenn w> w*,
und

Su, (W) <fu, (W), wenn w<w®,

Zu berechnen ist das Vorzeichen der Ableitung dyr/ds, wobei

j zf. [*}( z) dz
(2} — ".N."rr .

rﬁr:— =
_IJ /. tv}( z) dz

Um dies zu tun, withle man zuniichst eine Zahl x, so dal}, gegeben eine
andere Zahl A, 0 <A < oo, gmlt:

i

I--I-- —n—d o i -
(3) j IL.( ) da= [ f -1( +z) dz.
—e)m — g

Eine solche Zahl kann man immer finden, wenn die Dichtefunktion f_(.) bei
z=—k, k<p/o, beschriinkt ist, denn dann sind fiir alle x, O<x<co, die
beiden angefiihrten Integrale ebenfalls strikt positiv und endlich, und das
linke Integral geht mit

=0 egen ?
X— 00 5°8 ol -

k<u/c sei daher zundchst unterstellt. Unter Verwendung der mit (3)
festgelegten Zahl x erweitere man nun den Bruch (2) um (1/%)7* % und
schreibe ihn dann noch etwas anders auf, wobei man zundchst d =0 setze:

a2\ !
(e
dz

(4) W=— 5 z (u{r—l-z) E_ﬂd-.' Z

—ulm J ";{ }

— W

.-" = ~p= i
' fo) (HI ﬂ: ) l
dz

+_f: . ; ¥

f N L 2
TR




Anhang 207

Um die Auswirkung einer Erhohung des Parameters & lestzustellen, definiere
man ein 5 von der gleichen Struktur wic ¢ in (4). nur dall =4 gesetzt
wird. Nach Konstruktion sind dann die jeweils im Nenner stehenden
Integrale fiir  in (2) und 4 mit der Struktur (4) identisch. Geiindert haben
sich mit dem Ubergang zu , nur die Ziihler. Da im ersten Zihler nur Werte
von z auftauchen. so dall /o +z<x, mub er durch den Ubergang von i auf
Wy ¥z, /o +z<x, groBer werden und fiir /o +z=x gleich bleiben. Anders
ist es mit dem zweiten Zihler, der fiir alle Werte z, u/o + 2> x, kleiner wird,
jedoch ebenfalls fiir p/o+z=x gleich bleibt. Da nun die betrachteten
Briiche nichls anderes als modifizierte Dichten fiir z sind (das Integral iiber
alle Dichten ist 1), miissen wir wegen der eingangs angefiihrten Uberlegung
schliellen, daB > und somit di/de=0, g.e.d.

Das Ergebnis liBt sich auch auf den in Teil B untersuchten Fall k= u/e
verallgemeinern, wenn e£+4<1. Im Anhang 2 wird nimlich fiir einen
anderen Gebrauch gezeigt. dall in diesem Fall Zidhler und Nenner von (2)
endlich bleiben, obwohl lim_. _,  (u/e+z2)"*=00. Diec obige Argumenta-
tion bleibt dann ohne Einschrinkung giiltig. (Man substituicre y =4, z=w,
plo=y,e=6 bzw. e+A=06.)

Anhang 2 zu Kapitel III

Es sollen Grenzen fiir den Quotienten

Ly

[ whiow)(y+w)—€ dw
(1) d=—r
[ fulw)(y+w)— 9 dw

abgesteckt werden. Zu diesem Zweck untersuchen wir zuniichst den Bruch
§ wi(w)x+w)—dw

(2) B===g
[ fuw)(x+w) =€ dw
-7

W

und setzen seinen Grenzwert dem gesuchten Bruch gleich:

(4 lhm B=A4.

=gt
vy und @ seien strikt positive reelle Zahlen und f (w) sei die Wahrschein-
lichkertsdichtelunktion der Zufallsvariablen W. y werde so gewiihlt, daf} die
[nehtefunktion bet w= — y  abgeschnitten* wird, also

(1 lim: fuiwi=hA - v=)=0 wund im [ (w)=/ (—y+)=>0

" V M
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vorliegt!. Die Dichtefunktion sei in einem beliebig kleinen Bereich von —y

bis mindestens einschlieBlich —y+ 4, 4 >0, stetig, strikt positiv und ent-
weder monoton steigend oder monoton fallend. Es gelte weiterhin

(3) ij;v(w}dw-::m.
(i

Wir schreiben nun (2) als

(6) B=—[u(t—y)+p7]
mit
—y+d
_[ wf,,.(w}{x—ﬁ—w)'"@dw
(7 A= __]f+_/j )

[ fw)etw) 9 dw
=¥

]

[ whw+w) = dw
®) B==r5l—

[ oW (x+w) " Cdw
—y+4

und

T LW (x+w) =% aw
—E+!] -

jfw(w] (x+w)~ @ dw

Il

(9) ¥

¥

wobel A so gewilhlt sei, daly O<yp<1.

Mit o und ff werden bedingte arithmetische Mittel von w definiert. Da in o
nur der Streubereich —y=w<—y+4 und in f nur der Streubereich
w= —y+4d erfaldt wird, gelten die Grenzen

(10) —y<oa<—y+A<pf,

Man beachte hierzu, dall, solange der Grenziibergang x— y+ noch nicht
vollzogen ist, x +w=>0Y w und folglich 0<(x+w)~ ¢ < 0. Unser Interesse
gilt nun dem Grenzwert

(11) lim B=—[ lim a(l— lim y)+4 lim # lim y].

x=+y+ x—+p+ x—+3+ x-ty+ w2y

Y f (—y+) bezeichnet die rechtsseitige Dichte an der Sprungstelle —y.
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Was o betrifft. begniigen wir uns mit der Feststellung, daB es die bereils
abgesteckten Grenzen wohl erreichen, nicht aber tiberschreiten kann:

(12) —y< lim a< —y+4.

X+t
Uber f§ liBt sich Genaueres sagen. Da es durch Auspridgungen von w
bestimmt wird, fiir die w= —y+4, also auch x+w=x—y+4>0 und
somit (x+w)~7<oo gilt, selbst wenn der Grenziibegang mit x =y bereits
vollzogen ist, mull

(13) lim g>—y+4
x4y
sein.

Wir kommen jetzt zum Grenzwert von j. Zunichst ist festzustellen, dall
wir aus dem gerade im Zusammenhang mit ff erorterten Grund finden, dald
(x+w)~@ < co. Somit ist der Ziihler strikt positiv und endlich. Der Nenner,
N. ist strikt positiv, doch ist zundchst unklar, ob er endlich bleibt. Fiir ihn

gelten die Grenzen

(14) N, +N;SN=N,+N;, N,=N,
oder
(15) N, +Ny=N=N,+Nj. N;=N,,
mit
—y+4
(16) Ny=f.(=y+) | (x+w) @dw,
—.J.'+J
(17 N,=f (—y+4) | (x+w)~ @ dw
R
und
(18) N,= | j;{w}ix+w]_adw.

— 44

Das Integral N, bleibt beim Grengziibergang sicher endlich, da
¢ b wt A=0, selbst wenn x=y. Anders steht es mit N, und N,. Wegen
- y ¥4 o  |n(x—y+4)—In{x—3), @= I,

s A=
ey .. b {1*-H}[x—y+d}'_9—{x—y}’"‘c’], B+1,

will fiir die Grenzwerte beider Integrale

YA - A

) e lim N k
1Al l "] . =1,

« "y
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Hieraus, aus der Endlichkeit des Zihlers, der Endlichkeit von N, und der
Tatsache, daBl der Zihler in jedem Falle kleiner als der Nenner ist, folgt fur
den Grenzwerl von y:

(21) | > lim 7

Xy

=0, 8<]1,

Mit den in (12), (13) und (21) enthaltenen Informationen sind wir in der
Lage, niihere Aussagen fiir den gesuchten Grenzwert von A zu machen. Im
Fall ® <1 ist dieser Grenzwert eine negative Linearkombination aus limo
und limf mit von 0 und 1 verschiedenen Gewichten. Da selbst bei 40
limfi> —y ist, muB auch —limB> —y bleiben und wir haben wegen
lim, ., B=A

(22) A<y, O<l; fA—y+)=0.

Im Fall @ =1 erhilt f das Gewicht 0 und die Grenzen fiir  werden auch die
(irenzen liir —B. Daher ist

(23) y—A<A<y, @=1.

Nun waren die vorangegangenen Uberlegungen natiirlich nicht an einc
bestimmte Hishe von A gebunden. Vielmehr kénnen wir 4 so klein machen
wie wir wollen, und kommen daher zu dem Schlull

(24) A=1 @z1; [(—y+)=0.

Nach diesem Ergebnis fiir die ,,abgeschnittene™ Dichtefunktion wollen wir
nun den Fall der kontinuierlich verschwindenden Dichte behandeln. Statt
(4) setzen wir daher die Annahme

(25) lim fiw=[,(=y=)= lm [ (w)=[(—y+)=0,
e W=y
0<f,.(0+)<a,

Das einzige, was in diesem Fall an der obigen Beweisfiihrung zu indern ist,
sind die Betrachtungen zur GroBe des Nenners N des Ausdrucks j aus (Y).
[m Anhang 4 wird gezeigt (Argumentation bis cinschlicBlich Gleichung
(14)), dab fir
-

(26) lim N= [ f,(w)(y+w) ~“dw

g v —y
die Bezichung

(27) lim N o ] fonl) < & < .L }12

i {
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gilt. Hiernach folgt unter vollig analoger Anwendung der obigen Argumen-
tation unmittelbar, dab statt (22) und (24)

(28) A<y, @<2, JSA—3=0,
und
(29) A=y, @ =2, f.{—»=0,

die gesuchten Ergebnisse liefern.

Anhang 3 zu Kapitel 111

In expliziter Schreibweise lautet die Formel (B 5) des Textes (vgl. B6)

o(2)
py_dp = (n
W) w(c_r)zcﬁ L-'ur,nj__ﬁ(,g) '
wobei .

— pfer
(2) u(g) jf( )z U‘( +z)dz + j'j (z)z U ( +z)¢£z,

(3) ﬁ(’!—l) _fmf (2) U'( +z)a’z - jf (z) U'(" )dz.

= uja

Qs

Gesucht ist die Ableitung ' (p/e). Zunidchst errechnen wir

(4) ﬂﬂ*(g)=__fh.f;{zizU”(Eﬂ)d:—,f;(—g)(—g)u‘{{}—} (=0)
+ _Lﬂf{ z U”( +a)nt A ( ﬁ)(—g) U'(0+),

jifm
(5) ﬁ'( )* Isz}U"( +z)dz—f( g)U’{D—l (=0)

+ jj (z)U" ( z)a‘zﬂ;(—i—:) U (0+).

= Ija

Hier bedeuten U'(0+) bzw. U'(0—) die rechts- bzw. linksseitige Ableitung
der Nutzenfunktion U (0). Nun ist

(1) lﬂr’(ﬂ) Jep—a
g

W S astse baedabuipsgiin
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gin Ausdruck, der auch zu

0 v

umgeformt werden kann. Beriicksichtigt man die in Gleichung (B 2) (S.173)
des Textes angegebenen Werte der 1. und 2. Ableitung von U{(.), dann lift
sich der in (7) enthaltene Quotient —o'/f" als

i

o g+h g i h |

8) AT T
mit
] jL = [T +E)
(9) == ILIZszs{l—H}(—+z) ,
- W .Lﬂ
0 I —{1 4%
(10} = j'j‘;[z};:{]—e}(—+z) ;
=l a
(11) hs_,,r:(—‘—‘)u—g}ﬂ lim o *,
7] T a0t
(12) j= —_;;(—f‘-){l —¢) lim o "
a a0+

schreiben, wobei
U'0D+)= Iim U)=(1—¢) lim o *

a—={+ =i+
gesetzt wurde. Uber die Grifle der Quotienten g/i und h/j kann folgendes
gesagl werden:

Zu g/i: Fiir den Fall der ,abgeschnittenen™ Dichtefunktion, also f.(—ujo)=0,
der in diesem Zusammenhang die Normalsituation einer Verteilung darstellt, dic
zwischen ihren Ober- und Untergrenzen nirgends eine Dichte von 0 aufweist, st g/i im
Anhang 2 bereits berechnet worden. (Man substituiere gli=d, z=w, p=a=.
LL)=60) (1 +8=86, wobei D<e<1, und kiirze &1 —¢) heraus.) Das Ergebnis
(Gleichung (24) des Anhangs 2) lautet g/i=p/o. Wenn jedoch, um cinen immerhin
vorkommenden Fall zu betrachten, f.(—u/o)=0, damm mimmt g/ mdglicherweise
einen Kleineren Wert an, weil jetzt gerade die am stiirksten negative Ausprigung von -
geringer gewichtel wird', Doch nimmt g/i noch nicht den Wert —a/f=du/da|,,,..,
an, der unter p/e liegt (vgl. die Argumentation zu Gleichung (3 7) im Text). Das folgt
aus dem Ergebnis des Anhangs |, wo gezeigt wurde, dal

e
I
der |11 i)

=0, wenn r<l,

i

!
I'I:f- | n

" Vel anch die Dhaskussion von Cileichung (B6) e et
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—a/fl und g/i haben nimlich eine formal gleiche Struktur und unterscheiden sich vom
Wert her nur deshalb, weil die 1m Ziihler und Nenner auftauchenden Exponenten bei
g/i um | unter dem Exponenten —ein —a/ff liegen. Somit gilt far g/i:

(1) E_ % a-nk,

i da |U

| =I'=0, wenn f[—ﬂfﬂ) 0,

=0, wenn [ (—pfe)=0.
Zu j/j: Hier gilt dic einfache Beziehung
—f( )“ —-‘—l
(14) B Ty =_‘
i

Mit Hilfe von (13) und (14) und unter Beachtung der Tatsache, dafl
fi'= —(i+/), erhalten wir nun fiir (7):

A 1—|—,: dn
(15) W (E) - {{r i
Nach einigen Umformungen wird hieraus

u\ o i(=D4jfp du
(16) v (ﬂ) i (ﬂ' do ) 4

Nun erinnern wir uns, dall in (12) (1 —g)lim,_,, 27" fiir U'(0+) ersetat

+(1 —.'“] % B +JEJ -_:"- d,u 1
U oli+j o i+j do|u|

worden war. Wegen

(17) U(04+)=— [ U"(2)de=— | U" _+k)d
0 =4 o
0 {1+
= *:[1—3)(E+z) dz
—pla o

wird dann (16) unter Verwendung von (10), (12) und (13) zu

(18) .p'(ﬁ“)--““ﬁ oy [r( ::)—(1 _ru;(::]

f il

i i B ) (” l“.f “
( l ) @ i ifn L)
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wobel

1>I'=0, wenn f;(—‘E)=ﬂ.
a

I'=0, wenn f:(—E)}ﬂ.
g
Eine letzte Information, die bendtigt wird, bezieht sich auf die Grenzen fiir fi.
Hier gilt
(19} D<fi<m.

Dali f# strikt positiv ist, liegt aul der Hand. Dall es auch endlich ist, folgt
daraus, dall f genau dem Nenner des in Anhang 2 berechneten Ausdruckes
A entspricht, fiir den die Endlichkeit fiir den Fall der ,abgeschnittenen™
Dichte (oo>f.(—p/c+)>0) mit den dortigen Gleichungen (14) — (20)
gezeigt wurde. Verschwindet die Dichte bei z= — /o, dann st f natiirlich
erst recht endlich,

Anhang 4 zu Kapitel 111

Zu priilen ist, ob das Integral

(1) A= ]:.fw{]-'+w}{}'+w}_adw=ffw(w]w"gdw
_ 0

endlich ist, wobei @0 und f, (w) eine Funktion mit den Eigenschaften

(2) 0<|f, (0)] <,
(3) £ 0)=0,

und

) [ dv] <0

sel. Es werde ein 4, 4 >0, gewihlt, so dall

(5) /(W) <oo, wenn O<w<d;

sodann werde das Integral (1) folgendermaBen aufgespalten:
(6) A=4,+4,,

A
(7) A= (wyw ™ Ddw,
]

(¥) Ay =1 f (wiw @dw.
|
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Da man wegen (4) und & >0 sofort sieht, dall A4, <o, geht es nur um 4,.
Definieren wir die Ursprungsstrahlen bw und bw, b=h=0, so dald

(9) lgw£|fw{w}[£51rv, wenn O0=Zw=<4d,

dann gelten fiir |4,| die Grenzen

A 4
(10) Ihn{wal_adw}Edeﬂlﬁp{ijJ_ﬁdw}

a0+

oder nach Integration

" b = >
(11) 3|_l‘gl+ {2_—@[.{12 P Elhﬁ}£|"il|

b
E . 1—9]
Eul—:rl.']l’l-l-' {E_Q{A 5 } ! 9*2‘

(12) al_i'rtz}1+{b_(lnd-lncc}}£|.4,|

ilz]i'tg]+ th(ln 4 —Inaf, G=2,
Hieraus lolgt
(13) m}%dl_aﬂulﬁ%dg_@{m* <3,
(14) w<|d,|<w, also |4,|=0w, @=2.
Nun soll die Annahme (4) zu
(15) '|ifw[wldw|{a:a, O<e<on,

|fuw)dw|<x<e, w2c,

vetiindert werden. Fragen wir nach den Werten fiir @, die unter diesen
Umstinden das Integral

(49) H [ w)w & ,jH.| e
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sein lassen, so finden wir wegen

7 [ fon oy w = ] =[x | w=® an
. L
= lim [xj w_ﬂgfw|
Wit —s !
=0
Ix (1 — @) (w*!—€ —¢l—8) { '
= lim { | L0,
W= | fx (In w* —In ¢) =00,

<1,
& =>1,
=1,

111

die Antwort &> 1. Der auch unter der Annahme (15)' zur Endlichkeit des

[ntegrals (1) fiihrenden Wertebereich fiir @ ist dann wegen (13) und (17):

(18) <@ <2.

' Annahme (4) und Annahme (15} kennzeichnen die i das Intepral i € el

(B9) des Textes maglichen Fille,



