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Zweites Kapitel

Rationalverhalten beil Risiko

Im ersten Kapitel wurde eine Reduktion allgemeiner Entscheidungspro-
bleme bei Unsicherheit aufl den reinen Risikofall vorgenommen. Die sich
anschlieBende Frage ist. wic ein 6konomischer Entscheidungstriiger objekti-
ve Risiken bewertet, d.h. welche Eigenschaften das Priiferenzfunktional
R(.) im Fall objektiver Wahrscheinlichkeiten aufweist, In diesem Kapitel
versuchen wir, eine Teilantwort zu geben, die die Grundregeln [ir rationale
Entscheidungen bei Risiko festlegt. Im nichsten Kapitel wird es dann darum
gehen, eine erginzende Hypothese iiber die Priiferenzen dkonomischer
Entscheidungstriiger zu formulieren.

Um dem Problem mehr Struktur zu geben, als es im ersten Kapitel notig
war, nehmen wir an, dal der Ergebnisvektor einer Wahlhandlung als
(objektive) Wahrscheinlichkeitsverteilung von Periodenendvermogen. ¥
vorhegt'. Die Entscheidungsregel ber Unsicherheit lautet dann (in verkiirz-
ter Schreibweise)

max R (V)

oder in Worten: Wiihle aus der Menge der verfiigbaren Handlungsalternati-
ven eine solche aus, die zu einer Wahrscheinlichkeitsverteilung des Perio-
denendverméogens fiihrt, deren Praferenzfunktional R(.) von keiner ande-
ren Verteilung iibertroffen wird. Mit der Beschriinkung aul Vermogensver-
teilungen sind natiirlich einige Problemkreise wie z. B. Entscheidungen iiber
Leben und Tod ausgeschlossen, doch fiir typische 6konomische Risikopro-
bleme wie die der Portefeuilleanalyse, Versicherungsnachfrage, Spekulation
und dergleichen ist die Beschrinkung meistens belanglos.

Gemill der Formulierung des Entscheidungsproblems im ersten Kapitel
unterstellen wir im Prinzip, dall V eine diskrete Zufallsvariable ist, die
alternative Auspriigungen v mit bekannter Wahrscheinlichkeit W (r) an-
nimmt. Fiir analytische Zwecke ist es indes meistens cinfacher, mit konti-
nuierlichen Verteilungen zu arbeiten, die man sich als Approximation

' Eine Definttion des verwendeten Vermipgensbepnits wird 2u Beging des dreitten
Kapitels gegeben, Derwerl reicht cine primitive Noticrong
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sugrundeliegender diskreter Verteilungen vorstellen kann®. Wir nehmen
daher an, dall ¥ wahlweise auch eine kontinuierliche Zufallsvariable sein
darl, die eine spezielle Auspriigung v mit bekannter Dichte f(v) zeigt. Wir
vereinbaren, die Zufallsvariable V als Wahrscheinlichkeitsverteilung™ zu
bezeichnen, ohne damit die Art der Verteilung zu prijudizieren”.

Statt aul Periodenendvermogensverteilungen hiitten wir auch auf Perio-
dencinkommensverteilungen abstellen konnen. Bezeichnen wir das (dem
Entscheidungstriiger bekannte) Periodenanfangsvermégen mit a, das (sto-
chastische) Periodeneinkommen mit Y und unterstellen wir, dafi keinerlei
Konsum (resp. Ausschiittung) vorgenommen wird. dann gill ja

Y=V—u

Die Vermigens- und die Einkommensverteilung lassen sich alse durch bloBe
Verschiebung im Ausmal a ineinander iiberfiihren. Welche Vorstellung man
wihlt, ist weitgehend Geschmacksache. Wegen einer ganz spezifischen
VermoOgensabhiingigkeit der Risikobewertung wird es sich im niichsten
Kapitel zeigen, dal} es generell giinstiger ist, mit der Endvermégensvertei-
lung zu arbeiten. Doch bei der Darstellung einiger in der Literatur vorge-
schlagener Priiferenzfunktionale ist es besser, auf die Einkommensverteilung
abzustellen. Wir erlauben uns daher, das Entscheidungsproblem bei Risiko
als max R(Y) zu formulieren, wenn dies als zweckmiiBig erscheint

Problematisch 1st es anzunehmen, daB der Entscheidungstriger wihrend
der Betrachtungsperiode keinen Konsum vornimmt. Realistischerweise mul}
man wohl davon ausgehen, dal} er ssmultan mit der Auswahl des optimalen
Risikoprojekts auch seinen Periodenkonsum [estlegt, Wir abstrahieren aber
vorliiufig von diesem Problem. Im Kapitel 1V wird die Konsumentschei-
(ung im intertemporalen Ansatz voll beriicksichtigt, und es wird sich
crweisen, dall unsere Abstraktion gar nicht so streng ist, wie es jetzt den
Anschein haben mag.

" Praktisch kann man dic Approximation so vornehmen: Zunichst wird die
Zahlengerade in Klassen der Breite A unterteilt. Sodann wird die Wahrscheinlichkeit
aller in eine solche Klasse [allenden Vermigensgréllen addiert und dieser Klasse

sugerechnet, SehlieBlich wird eine Funktion f(v) gesucht, so dab fiir eine Klasse mit
der Mitte ¢ und der Wahrscheinlichkeit W (i) die Bezichung
i A2

|'|r"{f'1}: j _f.[I?}.ﬂ'E
=412
pudt, welche impliziert, dals

Wi
fliye i)

Sl Uhderschied s diesem: Sprachgebranch wird hiiufig auch das Integral
Vi Fiebede nls Waheschembchkensvertellung der Zulillsvariablen 1 bezeichnet.
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In der Literatur sind verschiedene Vorschlige zur Spezifikation des
Priiferenzfunktionals R (V) gemacht worden. Ziemlich unversohnlich ste-
hen sich drei Typen von Entscheidungskriterien bei Risiko gegeniiber:

Die zweiparameirisch-substitutionalen Kriterien. Aus der Wahrschemnlich-
keitsverteilung werden zwei Kennziffern fiir ,,Risiko™ und . Ertrag” gebil-
det, die dann mittels einer substitutionalen Priferenzfunktion bewertet
werden.

— Das Kriterium der lexikographischen Praferenztheorie. Es werden Priife-
renzlunktionen iiber dic Wahrscheinlichkeiten fiir das [berschreiten
kritischer Vermégensgrenzen gebildet.

~ Das Erwartungsnutzenkriterium. Mit Hilfe einer vorgegebenen Nutzen-
funktion wird die Endvermogensverteilung in eine Nutzenverteilung ver-
wandelt, deren mathematische Erwartung als Priferenzfunktional dient.

In der Tab. | wird eine Ubersicht iiber die in der Literatur vorgeschlage-
nen Entscheidungskriterien gegeben. Die zum Verstindnis der Angaben
benétigte Symbolik wird an einer beispielhaflt in der Abb. 1 dargestellten
Verteilung sowie im Anschluf an die Tab. 1 erliutert. Dabei wird, soweit
zweckmiBig, aul das Periodenendvermdgen V abgestellt, selbst wenn die
Vorschliige urspriinglich in Termini von Vermogensinderungen (¥) formu-
liert wurden. Bei den Kriterien b) und e) ist dieser Weg nicht zweckmiillig,
weil negative und positive Vermogenséinderungen unterschieden werden
MuUssci.
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Die genannten Kriterien sollen in den nachfolgenden Abschnitten disku-
tiert werden®. Nicht mehr betrachtet werden jene Priiferenzfunktionale, die
fur die Bewertung unbekannter Wahrscheinlichkeitsverteillungen konstru-
iert wurden”. Da wir zeigen konnten, dal} es in jedem Fall moglich ist, dqui-
valente objektive Wahrscheinlichkeiten abzuleiten, ligen sie von vornherein
aussichtslos im Rennen,

Auch das sog. Erwartungswert- oder auch Mittelwertkriterium R(V)=
E(V)=pu lduft sozusagen auller Konkurrenz. Es ist in der Version E(Y) das
klassische Priferenzfunktional fiir die Bewertung von Gliicksspielen und
verdankt seine Bedeutung dem Umstand, dald bei fortlaufender Durchfiih-
rung cines Spiels der Durchschnittsgewinn stochastisch gegen den erwarte-
ten Gewinn konvergiert®, doch da Mehrfachrisiken vorlidufig noch ausge-
klammert bleiben sollen, entfillt das Argument. Das Kriterium hat natiirlich
auch bei einmaligen Risikosituationen cine gewisse Plausibilitdt, denn es
kiirt den Schwerpunkt der zu bewertenden Wahrscheinlichkeitsverteilung
zum Priferenzfunktional, Ahnlich plausibel sind auch andere Lageparame-
ter wie der Modus oder der Median. Die Brauchbarkeit solcher einfacher
Lageparameter mull aber in Zweifel gezogen werden, wenn man bedenkt,
dal sie eine Indilferenz des Entscheidungstrigers zwischen einer méglicher-
weise erheblich streuenden Wahrscheinlichkeitsverteilung und einem siche-
ren Betrag von der Hohe des Lageparameters implizieren. Eine solche
Indifferenz ldlt sich nicht normativ begriinden und widerspricht auch aller
Erfahrung. Fiir die Unzuliinglichkeit der mathematischen Erwartung liefert
die Existenz von Versicherungsunternchmen einen deutlichen Hinweis, denn
dort miissen die Priimieneinnahmen die Schadenszahlungen auf Dauer
tibersteigen, was vom Standpunkt des Versicherten heilt, daB die Pramie
groffer als der erwartete Entschiddigungsanspruch ist, also ein ,Spiel” mit
negativem Erwartungsgewinn eingegangen wird oder von zwei Endver-
mogensverteillungen digjenige mit dem kleineren Erwartungswert gewihlt
wird. Will man diesen Umstand nicht dadurch erkliren, dal die Versiche-
rungsnchmer die objektive Schadenswahrscheinlichkeit systematisch tiber-
schiitzen, dann mulBl man Priferenzfunktionale konstruieren, die spezifische
Risikofurcht zulassen, indem sie auch die Streuung der Endvermogensver-
teilung bewerten. Alle nun zu diskutierenden Kriterien geniigen diesem
Anspruch.

* Vel auch die UUbersichten von ArRrow (1951}, ScuNeEwEss (19674, 8. 20 26) und
MarkowrTz (1970, 8, 286-2497),

T Vel 8.23

" Vel Kap. IV A
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Abschnitt A
Die zweiparametrisch-substitutionalen Kriterien

Ein naheliegender Weg zur Beriicksichtigung unerwiinschier Streuungen
besteht darin, eine Wahrscheinlichkeitsverteilung durch einen Parameter
zur Messung eines mittleren Ertrages (K ;) und einen anderen Parameter zur
Erfassung des Risikos (K ,) darzustellen und dann eine Nutzenfunktion iiber
diese Parameter anzunehmen:

(1) R(¥V)=U(K,,K,).

So wird bet den Kriterien a) bis e) der Tab.1 verfahren. Natiirlich wird
immer U, >0 unterstellt'. Der EinfluB des zweiten Arguments ist nicht
ganz so selbstverstiindlich, so dall man lieber allgemein die Fille

= Risikoneutralitit
= Risikovorliebe

=<0 Risikofurcht
(2) U,

unterscheidet. Freilich wird durchweg, wegen des Versicherungsphinomens
wohl zu Recht, allein der Fall U, <0 [iir praktisch relevant gehalten. Wir
wollen uns daher im folgenden mit den anderen Moglichkeiten nicht mehr
aufhalten.

Gebriiuchlich ist die Abbildung der Priferenzstruktur in einem K -K,-
Diagramm mit Hille von Indifferenzkurven, aul denen definitionsgemél3
R(V}=U|(K,.K;)=const. Sie haben im Bereich von Null verschiedener
Werte? von K, eine positive Steigung,

dK U,

:{ R —-— T
{ ] dKl L =wnnsl. [.'irl =

0,

nnd es wird wegen einer “increasing willingness to bear uncertainty™ in der
Regel zusitzlich eme Krimmung der Indifferenzkurven unterstellt, wie es
die Abb. 2 zeigt*,

" Mit [ bezerwchnen wir die Ableitung einer Funktion f(.) nach ihrem i-ten
Argument. Sinngemild sagt [, dabB erst nach dem i-ten und dann nach dem j-ten
Argument abgelenet wuorde.

C Wi werden spliter sehen, dall beim p-o-Kriterium die Indifferenzkurven senk-
recht in die p-Achse cinmiinden miissen. Vgl Gleichung (11 D 52) 8. 121.

VL AneE (1949, 8. 183).
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Al Priferenz-

richtung

Abbildung 2

Neben den Indifferenzkurven enthilt das K -K,-Diagramm auch einen
sog. Mdoglichkeitsbereich, der aus Punkten besteht, die jeweils emne erreich-
bare Wahrscheinlichkeitsverteilung und damit ebenso eine Zeile der Ergeb-
nismatrix abbilden. Aus diesem Moglichkeitsbereich LBt sich mit Hille der
Indifferenzkurven leicht die beste Wahrscheinlichkeitsverteilung isolieren.
Bei einem Kontinuum von Verteilungen verfihrt man so, dall mit der
nordostlichen Begrenzung des Moglichkeitsbereichs zunichst die sog. Effi-
zienzgrenze ermittelt und dann per Tangentialldsung (mindestens) ein Punkt
auf der Effizienzgrenze als optimal festgestellt wird.

Bei den Kriterien a) bis d) gibt der Startpunkt (z.B. Q) einer Indifferenz-
kurve auf der K,-Achse das sogenannte Sicherheitsiquivalent, S{V), aller
Vermigensverteilungen an, deren Abbildung gerade aul die Indifferenzkurve
fallt. Das Sicherheitsiiquivalent ist ein mit Sicherheit erreichbares Endver-

Wert des Lageparameters und dem Sicherheitsdquivalent (. B. 0,0;) be-

* Wegen
K,
dK}

.)

_ & [dK, +dKl é (u'K,
U 8K,\dK,|U /) dK,|U 3K, \dK,
—UfUH+2U11U,U=—U§U“

—— Uj -

1

0

bedarf es zur Begriindung der Krimmung der Indifferenzkurven einer kardinalen
Nutzenfunktion U (K. K} mit wenigstens ciner negativen particllen zwerten Abler-
tung oder Kreuzableitung. Nur bei Domar und Muscrave (1944, 5.402) werden die
hinreichenden Annahmen & o< 0, U< 0 wmd £ - 0 penannt
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zeichnen wir als den subjektiven Risikopreis, n. Der subjektive Risikopreis
mifit also jene Verringerung des Lageparameters, die man beim Austausch
der Wahrscheinlichkeitsverteilung gegen ein sicheres Vermogen gerade noch
hinnehmen wiirde.

|. Das Kriterium von Lange
R{ V}= L"r [M [V;'« Uonax — r!rnirl:l

LANGE (1943) nimmt an, daB der Entscheidungstrager im allgemeinen mit
einer (subjektiven) Wahrscheinlichkeitsverteilung rechnet. Zur analytischen
Vereinfachung schriinkt er die Annahme aber in der Weise ein, dald nur die
Spannweite und der Modus bekannt sind (8. 182).

Die Frage ist, ob solch eine Vereinfachung nicht wesentliche Informatio-
nen unterdriickt. Sie tut es in der Tat, was leicht an der Abb. 3 verdeutlicht
werden kann. Die beiden dort eingezeichneten Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen A und B kann man sich durch Spiegelung an einer Senkrechten iiber
dem Modus entstanden denken. Sie sind daher in bezug aufl die von Lange
beriicksichtigten Verteilungsparameter als gleich anzusehen. Dennoch ist
aber Verteilung B ganz offenkundig besser als 4. Bei der Verteillung B treten
nimlich Werte von ¢< M (V) mit einer kleineren, der Wert v= M (V) mil
der gleichen und Werte von v>=> M (V) mit einer griBeren Wahrscheinlich-
keitsdichte als bei der Verteilung A auf.

Langes Kriterium hat denn auch in der Literatur keinen Anklang gefun-
den.

J(v)

< é . e
lnlmn !Illllll M{V} t'rmlpt Hf‘l.uu;

Abbildung 3
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2. Das Domar-Musgrave-Kriterium
R(V)=U[E(Y), —[%., vf (y+a)dy]

Als Ertragsmal} (K ;) behalten DoMAR und MUSGRAVE (1944) das klassi-
sche Mall E(Y) bei”. Was das richtige Risikomal (K ) angeht, sind sie der
Meinung, dal} es zum einen auf die Verlustwahrscheinlichkeit, zum anderen
aber auf die erwartete Hohe des Verlustes ankomme®. Daher sei es ein
natiirliches Konzept, die Summe der Produkte aus allen moglichen Verlu-
sten und ithren Wahrscheinlichkeiten als Risikomal} zu verwenden. Da die
Verlustwahrscheinlichkeit als

0
(4) Wy<0= | f(y+a)ld)
definiert 1st und die Verlusterwartung als

0
— [ y/y+a)dy

13) E(Y)= Wy <0)

kann das Risikomali als Produkt aus Verlusterwartung und Verlustwahe-
scheinlichkeit geschrieben werden:

(6) K,=E(Y)W(y<0)

Es ist unschwer zu erraten, warum ein solcher Ansatz gewiihlt wurde,
wenn man weill, dall Domar und Musgrave u.a. die Auswirkung einer
Einkommensteuer (ohne Verlustausgleich) aul die Bewertung gegebener
Wahrscheinlichkeitsverteilungen priifen wollen. Bei der gewihlten Defini-
tion bleibt ndmlich das .Risiko™ von der Steuer unberiihri, was eine
erhebliche analytische Vereinfachung bedeutet. Die meisten anderen Risiko-
malble hiitten da mehr Schwierigkeiten bereitet.

* In Wahrheit formulieren Domar und Musgrave ihre Priferenzfunktional in
Termini von Vermogensprozenten (vgl. 5. 402). Da sie aber durchweg bei gegebenem a
argumentieren, ist diese Spezialitiat hier belanglos.

“ Ein Priiferenzfunktional, das aul dem Erwartungswert und der Verlustwalir-
scheinlichkeit basier(, wird von SCHNEEWEISS (19670, 5. 57 60) diskutiert, ist aber auch
schon kurz von A DD Roy (1952, S.433) erwithnt worden. Auch Arpam (19525 317
320) zieht es in Erwiigung: siche dazu die Diskussionsheitripe von Marschak, Allis
und Savage zu Samureson (1952a, S, 151 155).
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Die Schwiiche des Ansatzes ist denn auch nicht schwer zu finden. Definiert
man analog zu (5) die mathematische Erwartung [iir positive Vermogensin-
derungen als

+-08

[ yfy+a)dy

= S
(7 B ="msm

]

dann wird das Priferenzfunktional zu
(8) R(V)=U[W(y=0) E(V)—W(y<0) E(Y), W(y<0) E(V)].

Danach darf der Verlauf einer Dichtefunktion fiir positive wie fiir negative
Vermagensinderungen beliebig modifiziert werden, wenn nur die jeweiligen
Teilerwartungswerte und die Verlustwahrscheinlichkeit unverdndert bleiben.
Damit sind wir wieder, wenn auch auf ciner hoheren Stufe, bei der Unzu-
linglichkeit der mathematischen Erwartung als Priferenzfunktional an-
gekommen. Popular ist daher auch der Domar-Musgrave-Ansatz nicht
geworden .

3. Das p-o-Kriterium

R(V)=U[E(V), a(V)]

FisHer (1906, 5.406-410) war wohl der erste, der vorschlug, die Bewer-
tung von Wahrscheinlichkeitsverteilungen von ihrem Mittelwert (u=E(V))
und ihrer Standardabweichung (o =o(V)=E{[V-E(V)]*]) abhingig zu
machen. Spiiter wurde dieser Ansatz aber auch von Hicks (1933), Mag-
SCHAK (1938), SteinpL® (1941), TiNTNER (1941) und F. und V. Lutz (1951,
S, 179- 192) diskutiert. Seit seiner Anwendung aul die Probleme der Porte-
leulleanalyse durch MarkowiTz (1952a) und Tosin (1958) 15t er zu dem am
hituligsten benulzten zweiparametrischen Ansalz avanciert.

Im Vergleich zum RisikomaB von Domar und Musgrave weist die
Standardabweichung den Vorzug auf, dall sie auch auf eine Streuungsveriin-
derung bei gegebenen Teilerwartungswerten fiir positive und negative Ver-

- WVerwendet wurde der Ansatz noch einmal von BROwN (1957/58). Eine ausfiithr-
liwhe Krink hindet man bel RICATER (1959/60).

" Stemndl entwickelt ein etwas verklausuliertes p-o-Kriterinum. Reduziert man
scimen Mehrperiodenansatz auf eme Periode (gemiild unserer Annahme), dann gilt bei
thim (5. 47)

K=

RVI=S8(V)=
=t R )

=U(p o),

waber ¢ den Zinssatz und B} einen subjektiven Risikoaufschlag angibt, Wegen
W) =0 und BC) -0 (5 S00) evgeben sich jedoch die normalen Eigenschalten der
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mogensinderungen und bei gegebener Verlustwahrscheinlichkeit reagiert.
Das sicht man sogleich, wenn man die Gesamtvarianz zu

(9) e (V)=W (y<0)[* (Y)+E*(Y)]+ W (y=0) [0 (Y)+ E*(¥)]
—E*(Y)

zerlegt”. Werden niimlich bei gegebener Verlustwahrscheinlichkeit und gege-
benen Teilerwartungswerten fiir positive und negative Vermogensiinderun-
gen. also bei W(y<(Q), E(Y), E[f’]=n:unsl.. die Teilstreuungen & (Y)
und o*(Y) verindert, dann #ndert sich die Gesamtstreuung in dieselbe
Richtung: das Domar-Musgrave-RisikomaB hiitte diese Anderung ja nicht
registriert.

Es lassen sich aber auch andere Fille konstruieren, bel denen das u-o-
K riterium vergleichsweise schlecht abschneidet. Spiegeln wir z B. die Vertei-
lung 4 der Abb.4 an dem Lot auf ihren Erwartungswert, so dall die
Verteilung B entsteht, dann bleiben der Erwartungswert, dic Standardabwei-
chung und damit auch der Wert des Priiferenzfunktionals unveriindert.
Wiihrenddessen zeigt das Domar-Musgrave-Mall eine eindeutige Verbesse-
rung an, weil bei gegebenem E(Y) das Risitkomal iiber W(y<0) und E(Y)
gleichzeitig verringert wird.

L

fiy+a)

'y

. i £ ) i
v 0 E(Y) ¥
Abbildung 4
Indifferenzkurven im p-g-Diagramm:
du u—a
o] (SRS v, W)
do|U  14+r+hia) (a)>
und
d*p t—a
—: et 1 1 5 11 §
de| U | +r+h(a) bk
Y Die Zerlegungsschotte worden in den Anhang verwiesen. Siehe Anhang | 2u

diesem Kapitel.
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4. Das Mittelwert-Semivarianz-Kriterium

R(V)=U[E(V), [, (v—v*) [ (v)dv]

Weil es nach dem p-o-Kriterium gleichgiiltig ist, ob Streuungsverinderun-
gen im Bereich hoher oder im Bereich niedriger Yermogen vorkommen.
schlidgt MarkowiTz (1970, S, 188-201) die Semivarianz

(10) on(V)= tj.{u—u*}zf{u}du

als Ersatz der Standardabweichung bzw. Varianz vor. Uber die Lage der
entscheidenden kritischen Vermogensgrenze v* macht er wenig Aussagen.
Bemerkenswert ist aber, dall ¢* sowohl eine von der zu bewertenden
Verteilung unabhiingige GrobBe als auch der Erwartungswert der jeweiligen
Verteilung (v* =p) sein darf.

Schreibt man die Semivarianz als'®

(1) L (V)=W (v <v®) {a* (V*)+[E(V*)—v*]?]

wobel V* Vermogenswerte bezeichnet, die kleiner als v* sind, dann sicht
man, dal} die Spiegelung der Abb. 4 zu einer Verkleinerung von W (v <v*),
a*(V*) und [ E(V*)—v*]* fiihrt, wenn v* =a gesetzt wird, Die Semivarianz
Ze1gt in diesem Fall also die vermutete Verbesserung an.

Dariiber hinaus bleibt die Semivarianz aber z B. auch von der Anderung
der Streuung der Verluste bei gleicher Verlusterwartung und gleicher Ver-
lustwahrscheinlichkeit genausowemyg unberiihrt wie die Varianz selbst. Das
lolgt unmittelbar aus (11).

So hat es den Anschein, daB die Semivarianz die Vorziige der beiden
anderen Risikomale, die mit dem Erwartungswert zu einem Priiferenzfunk-
lional verbunden werden sollen, vereint. Aber auch sie hat ihre Schwiichen:
Wenn auch die Streuung oberhalb von v* vergleichsweise unwichtig sein
mitg. was berechtigt uns, sie vollig zu vernachlissigen?

3. Das Kriterium der dquivalenten Gewinne und Verluste

R(Vy=U({v* 1)

Im Unterschied zu den anderen zweiparametrischen Kriterien werden bei
den Knterien von SHACKLE (1952, 8. 9-31), KRELLE (1957) und H. SCHNEIDER
(1964, 5.96 186) keine statistischen Verteilungsparameter als Risiko- (K3)

in

siche Anhang 2 zu diesem Kapitel
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und Ertragsmal (K ) verwendet, sondern subjektiv festgesetzte Kenngrofien
der zu bewertenden Verteilungen. Damil kommen die Priiferenzen des
Entscheidungstriigers aul zweicrlci Weise ins Spiel. Zum einen in der
gewohnten Weise liber die Indifferenzkurven im K,;-K,-Diagramm, zum
anderen aber iiber die Modellierung eben dieser Kenn orolen.

5.1. Shackles Ansaiz

Bleiben wir bei der oben schon getroffenen Feststellung, dall unter
Shackles .Grad der potentiellen Uberraschung® im Grunde nichts als eine
konverse Wahrscheinlichkeitsaussage'" steckt, dann IiBt sich seine Theorie
an Hand der Abb. 5 veranschaulichen,

£ v}

Abbildung 5

Die dort gezeichnete Glockenkurve stellt eine normale Wahrscheinlich-
keitsverteilung dar, die in geeigneter Weise durch zwei Parameter, Fokusge-
winn (1*) und Fokusverlust (y*) genannt, gemessen und in das K,-K,-
Diagramm der Abb.2 iibertragen werden soll. Die Messung geschicht mit
Hilfe sogenannter ,Konturlinien”, die in unserer Zeichnung in die zur
Abszisse parallele Hilfsachse einmiinden. Die Konturlinien geben im Bereich
der Gewinne solche Kombinationen von Gewinnhdhe und Wahrscheinlich-
keitsdichte an, die fiir den Entscheidungstriger die gleiche Attraktivitiit
besitzen, und im Bereich der Verluste Punkte gleicher Abschreckungskralt.,
Nach dem Motto (S. 16), daB eine Kette so stark wic ihr schwiichstes Glied
sei, behauptet Shackle, daB zur Charakterisierung einer Wahrscheinlich-
keitsverteilung nur die nach MaBgabe der Konturlinien hochsten Erre-
gungswerte v* und y* von Bedeutung scien.

Vel S 13 und Keenar (1957, 5,648 651),
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Doch scheint wohl eher diese Behauptung das schwichste Glied in
Shackles Gedankenkette zu sein, denn dall dem Entscheidungstriiger jede
beliebige Umformung der Dichtelunktion gleichgiiltig ist, wenn nur die
Tangentialpunkte 4 und B unveréindert bleiben, kann man sich schwerlich
vorstellen.

5.2. Der Krelle-Schneider-Ansatz

So ist es nur verstindlich, dall Krelle und Schneider den gesamten Verlauf
der Wahrscheinlichkeitsverteilung in die Bildung der Kenngréflen 1% und
yv*, die sie als dquivalenten Gewinn und dgquivalenten Verlust bezeichnen,
einflieBen lassen mochten. Zu diesem Zweck formen sie die zu bewertende
Wahrscheinlichkeitsverteilung in eine iiquivalente Zwei-Punki-Verteilung
um, die je eine Auspragung iiber der positiven und der negativen Einkom-
menshalbachse mit den willkiirlich wiihlbaren Wahrscheinlichkeiten w und
w, 0=w=l, 0<w<l, w+w=1, aulweist. Die Auspriigungen sind die
gesuchten Werte [iir y* und y*.

Eine bei dem Ansatz auftauchende Schwierigkeit liegt in der Frage der
Eimndeutigkeit der dquivalenten Zwei-Punkt-Verteilung, Hat man nidmlich
die urspriingliche Verteilung durch einen Punkt im y*- y*-Diagramm ab-
gebildet, so hat man mit der durch diesen Punkt fuhrenden Indifferenzkurve
auch den geometrischen Ort aller gleichermalBen gut zur Abbildung geeigne-
ten Punkte gefunden. Der Maglichkeitsbereich besteht dann selbst aus einer
Schar von Indifferenzkurven, und die dquivalenten Gewinne und Verluste
verlieren ihre Bedeutung.

Um dem Problem aus dem Wege zu gehen, entwickeln Krelle und
Schneider (voneinander abweichende) Prozeduren, mit deren Hilfe eine
eindeutige'® dquivalente Zwei-Punkt-Verteilung schrittweise konstruiert
wird. Doch zu welchen dquivalenten Gewinnen oder Verlusten man kommit,
hiangt von nicht weiter begriindbaren Besonderheiten dieser Prozeduren ab.

Betrachten wir als Beispiel nur einmal Schneiders Prozedur'®. Es werden
verschiedene Transformationsschritte vorgenommen, deren jeder die Aqui-
valenz zwischen alter und neuer Verteilung bewahrt. Zunichst werden die

'3 ScHNEIDER (1964, S. 1101.) hiilt es nicht fiir ausgeschlossen, daB auch bei seiner
kK onstruktion eine Wahrscheinlichkentsverteilung durch zwei unterschiedliche Punkte
im y*-y*-Diagramm dargestellt werden kann, je nachdem wie die Transforma-
tionsprozedur beginnt. Da Krelle einen (additiven!) von Neumann-Morgenstern-
Nutzen unterstellt, taucht ber thm diese Schwierigkeit nicht aull Doch da auch aus
tem von SCHNEIDER (5. 98 - 101 ) akzeptierten Axiomensystem Churchmans ein solcher
Nutzen folgt {vel. Crurcuman (1961, 8.225-232)), sind die Befiirchtungen grundlos.
Vel auch S 10111

CScnminae (1964, S, 100103, 106 107). Ahnliches lieBe sich fiir KrRELLE (1957)
SUTRECT
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Gewinn- und Verlustverteilung durch je eine Auspriagung ersetzt, ohne dabei
die Gewinn- und Verlustwahrscheinlichkeit als solche zu verindern. Dann
werden diese heiden Wahrscheinlichkeiten mit w und w verglichen. Ist die
Gewinnwahrscheinlichkeit groBer als w, so wird sie auf den Wert w
reduziert, die {iberschiissige Wahrscheinlichkeit einer ,Nullchance*'* zuge-
wiesen und die Ausprigung iiber der positiven Einkommenshalbachse so
weit veridndert, bis wieder Indifferenz zur urspriinglichen Wahrscheinlich-
keitsverteilung besteht. SchlieBlich wird die Nullchance wieder beseitigt und
ihre Wahrscheinlichkeit dazu verwendet, die Wahrscheinlichkent der
Auspriigung iiber der negativen Halbachse auf den Wert w anzuheben. Die
dadurch beseitigte Indifferenz mull dann noch durch eine geeignete Veran-
derung dieser Auspriigung wiederhergestellt werden. Ist die Verlustwahr-
scheinlichkeit grifer als w, so verfahrt man analog.

Warum richtet man gerade eine Nullchance ein und warum keine
14,25 DM-Chance? Warum schliigt man bei der anfanglichen Reduktion der
einen Wahrscheinlichkeit auf den Wert W bzw. w nicht die iiberschiissige
Wahrscheinlichkeit sofort der Auspriigung iiber der anderen Halbachse zu,
wodurch man sich zudem einen Umwandlungsschritt ersparen konnte?
Wiirde man eine dieser Moglichkeiten wihlen, also ein anderes ,, Zwischen-
depot™ fiir die iiberschiissige Wahrscheinlichkeit einrichten, dann kiime man
zu anderen dquivalenten Gewinnen und Verlusten!

Die intuitive Bedeutung subjektiver Zentralwerte haben die aquivalenten
CGiewinne und Verluste also nicht. Sollte man daher nicht von vornherein aul
die Bildung einer iquivalenten Zwei-Punkt-Verteilung verzichten und statt
dessen eine dquivalente ., Ein-Punkt-Verteilung”, namlich das Sicherheits-
iiquivalent der zu bewertenden Verteilung, zu konstruieren suchen? Welchen
Vorteil hat der Zwischenschritt?

KRELLE (1968, vgl. bes. S. 143) sieht offenbar keinen Vorteil mehr, denn er
verliBt die Konzeption zugunsten eines weiteren Ausbaus des bereits seinem
ersten Ansatz zugrundeliegenden Erwartungsnutzenkonzepts'®. Doch
Schneider weil die Aufspaltung nutzbringend fiir die Analyse des Einflusses
von Finkommensteuern aul die Risikoprojektwahl zu verwenden: Da Ein-
kommensteuern in der Regel nur die Gewinnverteilung im engeren Sinne
(y>0) veriindern, ist es sicher sinnvoll, zwischen Gewinnen und Verlusten zu
differenzieren.

Doch ergeben sich noch ganz erhebliche Anwendungsprobleme: Unter
dem EinfluB von Steuern verlagert sich der Moglichkeitsbereich der Abb. 2.
Z.B. fiihrt eine 50 -Einkommensteuer ohne Verlustausgleich zu emner Ver-

I+ Sie wurde von KRELLE (1961, 8. 90f) eingefithrt.

L5 Die Abwendung vom urspringlichen Konzept kitndigt sich bereits i Kren s
Preistheorie™ (1961, S.89 107, 588 610) an, mdem das 1'-“- pE D gramm Toripe-
lassen wird.
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ringerung aller Gewinne der originiren Verteilung auf die Hilfte, Um
festzustellen. wie sich daraufhin die dquivalenten Gewinne iindern, miiBte
man die Transformationsprozedur [iir eine jede originiire Nelloverteilung
von Y durchfithren. Doch wegen der Allgemeinheit'® der beschriebenen
Transformationsprozedur lif3t sich iiber die Beziehung zwischen den fiquiva-
lenten Gewinnen vor und nach Steuererhebung wenig aussagen. Anstatt ihre
Anwendbarkeit zu beweisen, mul} die Theorie durch eine ad hoc-Annahme
ersetzt werden: Es wird, freilich nur als Approximation, unterstellt (S. 136 u.
156). dall bei einer Einkommensteuer von 507, auch die dquivalenten
Gewinne um 507 fallen.

6. Mdaglichkeiten und Grenzen der statistischen Kriterien

So sind wir wieder bei den auf statistische Verteilungsparameter bezoge-
nen Kriterien, denen wir auch keine vorbehaltlose Zustimmung zollen
konnten. Das, was an diesen Kriterien zu bemingeln war, ldBt sich auf cinen
Nenner bringen: Wenn man den a priori unwahrscheinlichen Fall'?, daB die
Menschen ihre (annahmegemidlB existierenden) Praferenzordnungen uber
Wahrscheinlichkeitsverteilungen nur an bestimmten statistischen Parame-
tern orientieren, ausschlieBt, dann muld man davon ausgehen, dall eine villig
richtige Rangordnungsfunktion dann und nur dann aufgestellt werden kann,
wenn es mit Hilfe ihrer Argumente moglich ist, die zu bewertende Verteilung
vollstiindig zu beschreiben. Fiir beliehig gestaltete Wahrscheinlichkeitsver-
feilungen 1st das aber aussichtslos,

Man kénnte freilich versuchen, die Zahl der Parameter zu erhohen. So
kinnte man z B. das p-o-Kriterium erweitern, indem man auch noch das
dritte Moment'®

(12) E{[v—EW)]*} ,

" Da in Krelles Ansatz ein festes Chancenpriiferenzfeld unterstellt wird, kénnte
man dort allerdings im Prinzip die dquivalenten Nettogewinne berechnen.

" s laft sich zeigen, daB fiir die unten noch zu entwickelnden Priiferenzfunktio-
nen nach dem Weberschen Gesetz dieser Fall tatsichlich ausgeschlossen werden mub.

" Die Momente werden hiiufig auch in normierter Form,

_[(v—EWNY __[(V-EN*
IHH:E{(W) } und M4_E{(.—ﬂ'{]-"} ) } .

peschrichen. Fin positives Vorzeichen des dritten Moments kennzeichnet eine links-
stedle Vertellung, Das vierte Moment gibt an, wie spitz” eine Verteilung ist. Da fiir die

Mormadvertedung My =3 st hat man mit dem Mall M4 —3 eine anschauliche
Hezugsbasis: : l Shte
- 5 ¥
M,-13 0 heitht { }
’ { | Z Wacher |

als ber der Normalvertetung”. Vel Stance (1970, 5. 86 89),
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das als Mald fiir die Schiefe bezeichnet wird. das vierte Moment
(13) E{[V-E{N]*} .

das dic Wolbung milit, und weiterhin beliebig viele hhere Momente als
Argumente eines Pritferenzfunktionals verwendet. Doch obwohl es auf diese
Weise gelingt, die Vertetlung immer besser zu beschreiben, kann eme vollig
exakte Abbildung aller denkbaren Vertellungen erst mil unendlich vielen
Momenten gelingen.

Gliicklicherweise stellt sich das Problem bei den in der Praxis vorkom-
menden Wahrscheinlichkeitsvertellungen aber nicht immer in dieser Form,
so dal} unsere Kritik weitgehend entkriftet wird. Man wird néimlich hiufig
eine fiir das Entscheidungsproblem typische Klasse von Verteilungen an-
geben kinnen. Um eine Priferenzordnung tiber die Mitglieder dieser Klasse
aufzustellen, kommt man dann unter Umstiinden mit erheblich weniger
Momenten aus. So treten insbesondere hdufig lineare Verteilungsklassen auf.

Man sagt, die Zufallsvariablen ¥V, V;, ... bilden eine lineare Klasse, wenn
ihre normierten Werte

_I‘E—EH"I-} ;

(14) Z=— rT{V,-}_ Vi
mit E(Z)=0
und o{2)—1

allesamt die gleiche Dichtefunktion f.(z;0,1) besitzen. Innerhalb einer
linearen Klasse lassen sich alle Verteilungen durch Verschiebung und pro-
portionale Dehnung ineinander iiberfiihren. Da beispielsweise E (V) als
Mal fiir die Verschiebung und (V) als Mall fiir die Dehnung um den
Mittelwert fungieren, reichen dicse beiden Parameter bereits zur Charakteri-
sierung der gesamten Vertellung und damit auch zur Konstruktion beliebi-
eer Priferenzfunktionale aus'® 2" wenn f.(z;0,1) bekannt ist.

1 Dieses Argument wird insbesondere von Tosin (1958, 5. 12) zur Verteidigung der
p-a-Analyse vorgebracht. Auch FisHEr (1906, 8. 408) hat dhnliches im Sinn, Es bleibt
nur unklar, ob er an eine lineare Klasse im allgemeinen oder nur an Normalverteilun-
gen denkt. Die Zahlenbeispiele der FuBnote auf dieser Seite legen letzteres nahe. Vgl
auch SCHNEEWEISS (1967 a, S, 121-129).

0 Taores (1971, 8. 262) Kritik am p-e-Kriterium, dall 2zwischen den Verteillungen
Vi und ¥, die gleichmiliig zwischen den Werten (1,3) und (10,100) streuen, fur die also
E(V)<E(V5) und a(V3)=a(V)) gilt, a priori nicht diskriminiert wird, obwohl doch
offenbar V,>=F, vorliegt, 1st nicht substantiell: Ba die von thm angenommenen
Verteilungen zu einer linearen Klasse von Rechteckverteilungen gehoren, deren
Mitglieder sich allesamt exaki i das p-r-Diagramm abbilden lassen. kano ot Thlle
pecignet pewiihiter Indifferenzkurven dort die bessere Vertellung ausgewiihlt werden
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Im Kapitel V dieser Arbeit werden zwei praktische Problemkreise ange-
fiihrt, ber denen lineare Verteilungsklassen in exakter Weise vorkommen.
Bedeutung haben die linearen Klassen aher anch, weil Normalverteilungen,
die ja eine solche Klasse bilden, vielfach als gute Appraximarion der in der
Praxis beobachtbaren Verteilungen gelten kénnen. (Als Beispiel sind die
Ertriige von Wertpapierportefeuilles anzufiihren®'.) Der Grund liegt darin,
dal} die Verteilungen der Praxis hiufig durch Addition unabhingiger Zu-
fallsvariablen entstehen. Addiert man deren niimlich viele, dann nihert sich
nach dem zentralen Grenzwertsatz von Ljapunow die standardisierte Sum-
menverteilung asymptotisch der Standardnormalverteilung®®, Vorausge-
setzt werden mull freilich, dab die Varianzen der Summanden existieren; da
im dkonomischen Bereich alle vorstellbaren Verteilungen irgendwo begrenzt
sind, ist diese Voraussetzung immer erfiillt??,

21 Vgl Kap. V A,
% Die Dichtefunktion der gemiil (14) standardisierten Zufallsvariablen ist im Fall
der Normalverteilung

I -
Jrl:{z:ﬂ..l]F—: E_ﬂj"z‘
2n

Durch Integration entsteht die zugehorige Verteillungslunktion

z%
J- e 0.5 2.3 dz.
Ax—m

Wiz<z¥)=

Hieraul bezieht sich der zentrale Grenzwertsatz. Er besagl, daB fiir die Summe der
unabhiingigen (beliebig verteilten) Zufallsvariablen Xy, X5, ..., X, mit den Ausprii-
EUNgEn X, Xi, .... X, die Beziechung

lim W[Ex,--c:ﬂ]=L_ ]r e~ US55 g

L i=1 T —n

—E(XX) e— 3 E(X)
_i=1

mit gr=—=l o O
a{ Y X)) f‘Eﬂ]tJf}}
i=1 =1
gl Ein Beweis ist bei Fisz (1970, 8. 241-251) zu finden. Es muB noch einmal betont

werden, dald die standardisierte Form der Summenverteilung normal wird, Man kann
aueh sagen, dall die nicht standardisierte Summenverteilung einer aus der Standard-
lorm entwickelten Verterlung mit derselben Streuung relativ immer fihnlicher wird.
Yas heldt naturlich kemesweps, dalb die Abstinde zwischen den Punkten gleicher
Ihichte berder Verteilimgen absolut verschwinden.

UL aber Fama (19685, 300 und Fama und Miaer (1972, 8,259 265).
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Wenn auch die vorangehende Argumentation aul das Beispiel der Para-
meter u und ¢ bezogen wurde, so sliitzt sic doch ebenso die anderen
_statistischen” Priferensflunktionale*®. Wenn nidmlich die standardisierte
Form der Verteilungen gegeben ist, dann [@Bt sich bei bekanntem E (V) die
exakte Form der Verteilung V z B. auch dann bestimmen, wenn man das
RisikomaB von Domar und Musgrave oder die Semivarianz kennt®®. Ja
sogar das Kriterium von Lange wiire villig zufriedenstellend, denn auch mit
dem Modus und der Spannweite wire ¥ bereits eindeutig festgelegt®®,

Damit erscheinen die statistischen zweiparametrischen Kriterien doch
wieder in giinstigem Lichte. Man sollte aber, was die Moglichkeit einer
Normalverteilungsapproximation betrifft, nicht vergessen, dal die Summen,
mit denen man es zu tun hat, hiiufig recht klein sind und daf} die einzelnen
Summanden in gegenseitiger Abhéngigkeit stehen. In diesem Fall ist die
Aussage des zentralen Grenzwertsatzes nicht mehr anwendbar. So kann eine
Priiferenzordnung auf der Basis zweier Parameter hiiufig nicht mehr als eine
Approximation an die wahre Priferenzordnung sein, immer vorausgesetzt,
dal eine solche wahre Ordnung existiert. Man kann dic Approximation
durch die Beriicksichtigung weiterer Verteilungsparameter verbessern. Wie
weil man dabei gehen will, ist ein Problem der Forschungsékonomie.
Meistens wird es nicht als lohnend empfunden, auch nur einen dritten
Parameter in einer 6konomischen Theorie zu benutzen®’. Mehr noch, der
iiberwiegende Teil aller 6konomischen Theorien beschrinkt sich auf nur
einen einzigen Parameter, freilich ohne zu sagen, aul welchen. Vielleicht
riicken diese Bemerkungen das, wie ToBIN (1969, S.14) sagt, "modest
endeavour of doubling the number of parameters”, von dem die hier
vorgestellien Autoren getragen wurden, in das rechte Licht.

Abschnitt B
Lexikographische Kriterien

Die bisher untersuchten Entscheidungskriterien haben eines gemeinsam:
Es besteht eine Substitutionsbezichung zwischen Risiko und Ertrag. Das ist
bel den lexikographischen Kriterien anders. Bei ithnen geht es vor allem
darum. die Wahrscheinlichkeit fiir das Uberschreiten kritischer Vermdgens-

24 Vgl TosiN (1958, S. 12).

2% Eg ist freilich zu verlangen, daB die Verteilungen so geartel sind, daBl die
Risikomabe nicht den Wert 0 annehmen.

2% Rei der (unbeschriinkten) Normalverteilung miite man allerdings die Spann-
weite durch ein anderes MaB ersetzen; etwa, wie es Lance (1943, 5. 182, Fullnote)
vorschligt, durch den Abstand zwischen dem unteren und oberen Perzentil

T Drei Parameter beriicksichtigen aber Cramig {1930, 5500, Manscrak (1955,
S3200, Hooks (1967, S, 017 125 und Jean (1971)
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grenzen zu maximieren. Safety first ist ein passendes Schlagwort, um die
thnen zugrundeliegende Priferenz zu charakterisieren. In der einfachsten
Form. die wir zuniichst diskutieren werden, geht es dabel um eine einzige
kritische Grenze, die Ruingrenze (7). Danach werden wir uns aber auch mit
einer modifizierten Version, bei der mehrere Grenzen ins Spiel kommen,
beschiftigen.

l. Die bedingungslose Maximierung der Uberlebenswahrscheinlichkeit
1.1. Der formale Ansaiz

Die Theorie der lexikographischen Priferenz wurde von Rene Roy (1943)
entwickelt, erhielt ihren Namen jedoch nach der bereits zuvor von HAus-
pORFF (1914, S. 78) formalisierten ,lexikographischen Anordnung von Men-
gen*', Die Ubertragung auf den Unsicherheitsfall wurde von ENCARNACION
(1965) und Nacurkamp (1969) vorgenommen. Priiferenztheoretisch nicht
weiter fundierte lexikographische Kriterien [iir die Entscheidung bet Un-
sicherheit wurden von CrRaMER (1930), A. D. Roy (1952) und HAUSSMANN
(1968,/69) verwendet.

Der Grundgedanke der Theorie liBt sich in Anlehnung an die Formulie-
rung Hausdorfls folgendermaBen darstellen: Es seien zwer Giiterbiindel
(a, b} und (a'; b} zu vergleichen. wobei a bzw. &' und b bzw. b’ die Mengen
der Giiter 4 und B in den beiden Biindeln bezeichne. Eine lexikographische
Ordnung besagt dann,

(1) dald (a,b)i =] d,b),
genau dann,
wenn entweder a|s|d
oder a=a’, jedoch b{=|¥,
und dal} (a.b) ~(a',b)
genau dann, wenn  a=a'
und bh=>.

Die Wahlentscheidung wird also zuerst einmal an Hand der in beiden
Biindeln vorhandenen Anzahl der Giiter des Typs A vorgenommen. Das
Bundel, das hier besser abschneidet, wird in jedem Fall vorgezogen, ganz
ceal um wieviel besser das andere Biindel mit Giitern vom Typ B ausgestat-
tel sein mag. Erst wenn beide Biindel in bezug auf das , privalente” Gut 4
pleweh sind, wird das Gut B hcrﬁuksichliglz.

U ie Theorie wurde von Georaisou-RosGes (1954), CHieMan (1960), BANERIEE
CE6A), Esearsacion (19640 0. bl FErGUsON (1966) u.a. weiterentwickelt,

Yo Alnhich wie hier beschrichen geht man bei der alphabetischen Ordnung von
Waortern vor. Daber der Name Jexikographische Ordnung®.
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Welche Implikationen hat dieser Grundgedanke fiir die Entscheidung bei
Unsicherheit? Bezieht man sich auf die Wahlentscheidung einer Unternch-
mensleitung, dann kdnnte man 4 plausiblerweise als das [ berlebensziel
anschen, das gegeniiber einem beliebigen anderen Ziel B priivalent ist.
Gesetzt nun den Fall, es stiinde keine Politik zur Wahl, die das Uberleben
mit Sicherheit garantiert, dann liegt es nahe, wenigstens jene zu wiihlen, die
die Uberlebenswahrscheinlichkeit W (p>8) maximiert. Diese Wahrschein-
lichkeit entspricht dem Parameter a bzw. «' der obigen Formulierung.
Analog ist der Parameter b bzw. b' als die Wahrscheinlichkeit fiir das
Erreichen des nachgelagerten Ziels B zu interprelieren; sie bleibt solange
unbeachtet, wie eine in bezug auf das Uberlebensziel eindeutig beste Politik
gelunden werden kann. Das Priiferenzfunktional lautet unter dieser Ein-
schrinkung also

(2) R(V)=W(v=z0)= I:[,."'{t.ljf."u.

Gegeniiber der Grundkonzeption gibt es bei A.D.Roy (1952) [reilich
noch eine gewisse Modifikation. Er geht niimlich davon aus, dall dem
Entscheidungstriger die Varianz und der Erwartungswert, nicht aber die
gesamte Gestalt der Endvermdgensverteilung bekannt ist. Bei dieser einge-
schrinkten Information liBt sich nicht mehr die Uberlebenswahrscheinlich-
keit selbst, sondern nur ecine untere Schranke fiir sie bestimmen. Das
geschieht mit Hilfc der Unglcichung von Tichebyscheff®:

. VN
(3) W[IU—E{V”EH]El—(n%') , 22{).
Setzt man ¢= E(V)—t und it man dic Betragsstriche fort, da nur negative

Abweichungen vom Erwartungsungswert interessieren, dann wird die [ ber-
lebenswahrscheinlichkeit durch die Beziehung

(4) WIE(V)—eZE(V)-0]=W@wz§=1- ( ,;{1»]._)1

Ea E(V)—i
nach unten hin begrenzi. Da der Ausdruck (E(V)—i)/a(V) aus dieser
Untergrenze fiir die Uberlebenswahrscheinlichkeit durch eine strikt positive
monotone Transformation hervorgeht, kann man thn mangels einer besse-
ren Losung als Priferenzfunktional verwenden®:

5 n E(V)—7
(5) R(V)= :

* Die Herleitung findet man z B. bei Stance (1970, S. 1571).

* Roys Argumentation bezicht sich im Original statt aul die Untergrenze der
Uhberlebenswahrscheinlichkeit auf die Obergrenze der Ruinwahrschembichkeit. os
handelt sich daber patiirlich um das gleiche Problem
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Wenn wir auch die Vorstellung, dafi der (rationale!) Entscheidungstriiger
nicht iiber die Kenntnis subjektiver Wahrscheinlichkeitsverteilungen ver-
fiigt, nicht akzeptieren kdnnen, so zeigt Roys Ansatz doch immerhin eine
niitzliche Verwendbarkeit des p-o-Ansatzes aul. Roy (S. 434) bemerkt, dal
bei der Verwendung von R (V) nicht nur die Untergrenze der [Tberlebens-
wahrscheinlichkeit, sondern die Uberlebenswahrscheinlichkeit selbst maxi-
miert wird, wenn es um eine Auswahl aus der Klasse der Normalverteilun-
gen geht®; doch in Wahrheit braucht nicht einmal eine Normalverteilung
unterstellt zu werden: Fiir jede beliebige lineare Verteilungsklasse wird die
Uberlebenswahrscheinlichkeit mit R (V) maximiert®. Das LiBt sich leicht
einsehen, wenn wir uns an Gleichung (A 14) erinnern und (2) in der
standardisierten Form

(6) R(V)= [ fiz:0,1)dz
~Rik)

aufschreiben. Dieser Ausdruck beweist, dall R (V) und R(V) durch eine
strikt positive monotone Transformation ineinander iiberfiihrt werden kén-
nen, somit also die gleiche Priiferenzordnung erzeugen’.

Die Abb. 6 zeigt, wie sich mit Hilfe des y-o-Diagramms die Wahrschein-
lichkeitsverteilung mit der gréBien Uberlebenswahrscheinlichkeit auffinden
lilit. Die von & ausgehenden Strahlen verbinden Punkte gleicher Uberle-
benswahrscheinlichkeit, denn auf ihnen ist R(V)=tanz=const.®. Da die
Uberlebenswahrscheinlichkeit mit der VergroBerung des Winkels, den die
Geraden mit einer Parallelen zur Abszisse bilden, steigt, ist das sicherste
Projekt durch den am weitesten oben liegenden Tangentialpunkt einer
Geraden mit dem Mdoglichkeitsbereich gekennzeichnet.

5 Vgl. Fn.22, S.65.

® DaB sich die Priiferenzstruktur fiir eine lineare Verteilungsklasse im u-a-Dia-
gramm darstellen lassen muB, haben wir im Abschnitt A 6 gesehen.

" Hier zeigt sich eine Parallele zu NACHTRAMP (1969), bei dem es gelingt, Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen von Nachfragemengen zu bewerten, ohne daB die Gestalt
dieser Wahrscheinlichkeitsverteilungen bekannt zu sein braucht (8. 164-176). Wich tig
ist nur, dall alle Nachfrageverteilungen (erstaunlicherweise aber nicht die Gewinnver-
teilungen) zu derselben linearen Klasse gehiiren, was iiber entsprechende Annahmen
zur Form des Nachfragefeldes (S. 22-38) sichergestellt ist.

* Im Roy-Fall der unbekannten Verteilungsform verbinden in Abb. 6 die Geraden
mit positiver Steigung Punkte gleicher Untergrenze und jene mit negativer Steigung
Punkte gleicher Ohergrenze der Uberlebenswahrscheinlichkeit, Die letztgenannte
Intormation st natiirlich uninteressant. Aber auch im Fall positiver Steigung kann
man mit der Wahrschemhchkeitsabschiitzung nur etwas anfangen, wenn die Steigung

st denn anderenfalls wiirden wir stus (4) ja nur die Information erhalten, daf die
Uberebenswahescheinlichkeit =0 (Steigung = 1) oder gréler als eine negative Zahl
(Stegpung < st was ohnelim neht anders mighch ist.
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Bei dem in der Abb. 6 unterstellten konvexen Moglichkeitsbereich findet
man ein, gemessen am Ziel der Maximierung der Uberlebenswahrscheinlich-
keit, eindeutig bestes Projekt, weil es nur einen Tangentialpunkt gibt. Bei
anders gestalteten Moglichkeitsbereichen kdnnten aber auch einmal meh-
rere Tangentialpunkte vorkommen. In diesem Fall miiliten rangniedrigere
Ziele zur weiteren Auswahl herangezogen werden. Die von ¢ ausgehenden
(Geraden sind also keine Indifferenzkurven. ,Indilferenz” besteht ja nur in
bezug aul das privalente Ziel. Nach CHipMAN (1960, S. 202) kénnte man die
Geraden daher Pseudo-Indifferenzlinien nennen.

W= ﬁ]::-%] béi
symmetrischen
Wip>rn)< ; I Verteilungen

Abbildung 6

Fine eindeutipe Losung des Wahlproblems wiirde die Zielsetzung der
Maximierung der Uberlebenswahrscheinlichkeit auch dann nicht bringen,
wenn der Moglichkeitsbereich entweder iiber die obere der in Abb.6
gezeichneten Begrenzungsgeraden hinausragt oder unterhalb der unteren
Begrenzungsgeraden liegt. Solche Begrenzungsgeraden gibt es, wenn die
betrachtete lineare Verteilungsklasse nach unten und oben beschriinkt ist,
wic es die Abb.7 zeigt. Ist niimlich —k die grisfite untere und +k die
klemste obere Schranke der standardisierten Varablen Z, dann gilt fur die
Uberlebenswahrscheinlichkent

=i tka(V)

T L
(7) Wiozil=q,r = B0 35 tamf
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1030, 1)

—k —1 0 +1 4k 3z

i—ke p—o p ,u—.l-r:r ;1—]—1&: v
Abbildung 7

Soweit die formalen Aspekte der Theorie. Von sehr viel groBerer Bedeu-
tung ist die Frage, ob es tatsiichlich eine Ruingrenze gibt, die fiir das
Risikoverhalten der Menschen cine entscheidende Rolle spielt, und wenn ja,
welchen Wert sie annimmt.

|.2. Das Problem der Ruingrenze

Damit die bedingungslose Maximierung der Uberlebenswahrscheinlich-
keit einen Sinn erhidlt, mufl es irgendwo cine Ruingrenze geben, unterhalb
derer das totale Fiasko eintritt, Das Fiasko mull abrupt an der Grenze
eintreten. In welchem Ausmal sie unterschritten wird, darf nur von zweit-
rangiger Bedeutung sein. Ebenso ist es mit dem Uberleben. DaBl man
iiberlebt, ist die Hauptsache, wie gut man iiberlebt, ist zunichst einmal
unwichtig: Eine noch so kleine Verringerung der Uberlebenswahrscheinlich-
keit bedeutet eine Verschlechterung, selbst wenn man dafiir im [T berlebens-
fall alle Reichtiimer dieser Erde gewinnt.

Fiir ein Individuum ist die natiirliche Vorstellung des absoluten Fiaskos
der physische Tod. Doch um den geht es bei den uns interessicrenden
wirtschaltlichen Entscheidungen nicht. So konnen wir uns unter dem Ruin
etwas vorstellen, was in den Augen vieler Menschen dem Tod zumindest
recht nahe zu kommen scheint: Die Vernichtung der biirgerlichen Existenz
durch den Verlust von Hab und Gut. In diesem Fall ist &= 0.

b bei v=¢=10 tatsiachlich e¢ine Ruingrenze im lexikographischen Sinne
vorlicgl. ist cine empirisch zu beantwortende Frage, die hier letztlich nicht
entschieden werden kann. Nur, wenn es eine lexikographische Ruingrenze
gibt, dann licgt sic wohl dort. Es gibt freilich einige Hinweise daraul, dal3
keine lexikographische Grenze vorliegt. So fahren z. B. die meisten Menschen
wepen oft peringwertiger linanzieller Vorteile mit dem Auto und riskieren
daber ihr Leben oder sie sind hiiufig nicht bereit, freiwillige Haftpllichtversi-
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cherungen abzuschlieBen, obwohl die Versicherung sie fiir eine geringe
Priamie vor der Gefahr, an den Bettelstab zu geraten, bewahrt. Aber es gibt
auch Menschen, die die Haftpflichtversicherung freiwillig abschlieflen und
schon bei dem Gedanken an die Autofahrt zu zittern beginnen. Vielleicht
gibt es daher fiir einige Menschen eine lexikographische Vermdgensgrenze
und fiir andere nicht. Wir lassen die Frage offen,

Denken wir statt an die Priiferenzen emes Individuums oder eines Haus-
halts an jene einer Unternehmensleitung, dann verbindet sich mit dem Ruin
die Vorstellung, dall das Unternehmen seinen Zahlungsverpflichtungen
nicht mehr nachkommen kann und deshalb das Konkursverfahren ertffnet
werden mull, Je nach der Lage der Konkursgrenze kann man dabei mit
FisHER (1906, 8. 82) zwischen der Pseudoinsolvenz und der wahren Insolvenz
unterscheiden. Eine Pseudoinsolvenz wird durch kurzinstige Liquiditits-
schwierigkeiten hervorgerufen, ohne dafl die Schulden bereits die Héhe des
Eigenkapitals erreichen. Mit etwas Nachsicht der Glaubiger kann die
Pseudoinsolvenz meistens durch eine Samerung beseitigl werden. Bei der
wahren Insolvenz liegt hingegen eine wirkliche Uberschuldung vor: Das
Haftungskapital reicht nicht mehr zur Befriedigung der Glaubiger aus.

Mit der Pseudoinsolvenz kann man keine lexikographische Vermiigens-
grenze begrunden, denn gesetzt den Fall, wegen der Unemnsichtigkeit der
Gliaubiger sei mit der Pseudoinselvenz tatsiichlich die Aufgabe des Unter-
nehmens verbunden, dann wiire eine Unternehmensleitung, deren priivalen-
tes Ziel es ist. diesen Fall zu verhindern, schlecht beraten, wiirde sie nichit die
Liguiditatsplanung mit in den Optimierungskalkiil einbeziehen, Dazu ist sie
ja ohne weiteres in der Lage, denn sie kann, wenn auch unter Zinsverlust,
den Liguidititsgrad jederzeit durch langfristige Verschuldung und gleichzei-
tige kurzfristige Kreditvergabe erhGhen. So ist also die Ruingrenze selbst
eine Planungsgrolie und das Konzept der bedingungslosen Maximierung
der Uberlebenswahrscheinlichkeit verliert seinen Sinn.

Anders 15t es, wenn eine weitere ErhGhung des Liguiditdtsgrades nmicht
mehr moglich ist, weil den Glaubigern keine Sicherheiten mehr geboten
werden koénnen. Das ist der Fall, wenn das Volumen der aufgenommenen
Kredite dem haftenden Vermdgen gleicht. Eine Insolvenz wiirde dann erst
beim volligen Vermdogensverlust drohen, und wir kommen dhnlich wie beim
Individuum zu dem Schluli: Wenn es eine lexikographische Vermogens-
grenze gibt, 50 bei v==0.

2. Anspruchsniveaus und Sittigungswalrscheinlichkeiien:
Die pragmatische Sicht

Die bedingungslose Maximierung der Uberlebenswahrscheinlichkent im-
pliziert ¢in diullerst nsitkoaversives Verhalten, wie man es ber den Menschen
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hiiufig nicht findet und wenn, dann wohl nicht bei dem typischen von
SCHUMPETER ( 1942) wegen seiner Dynamik gepriesenen Unternehmer. In der
Abb. 8 wird die Auswirkung der mit der lexikographischen Theorie impli-
zierten Risikoaversion demonstriert. Bei dem dort eingezeichneten Moglich-
keitsbereich und #=0 wihlt man Projekt 4, obwohl es ein viel geringeres
erwartetes Endvermdgen als das Projekt B bringt. Das ist wenig plausibel.
Wenig plausibel ist weiterhin, daB es keinen subjektiven Spielraum bei der
Risikoprojektwahl mehr gibt”: Nach den Uberlegungen im vorigen Ab-
schnitt ist ja fir alle Entscheidungstriager 7=0, so dal} sie bei gleichem
Vermogen zur gleichen Wahlentscheidung kommen miissen.

Eine naheliegende Modifikation des Ansatzes liegt daher darin, die
Ruingrenze durch ein hdher gelegenes vom Entscheidungstriiger selbst zu
bestimmendes Vermagensanspruchsniveau zu ersetzen. Fiir ein Unternehmen
konnte man beispielsweise, wie NACHTEAMP (1969, S. 120) es vorschlagt, ein
Endvermdgen withlen, das durch den Gewinn des Vorjahres erreicht wurde.
Oder man konnte mit Cramir (1930, S.10) und EncarNacion (1964a,
S.113} jenes Endvermogen nehmen, das zur Beibehaltung der iiblichen
Entnahmen oder Ausschiittungen ausreicht. In Frage kommen aber auch
beliehige andere Anspruchsniveaus. In diesem Fall wiirde aus dem konvexen
Moglichkeitsbereich der Abb. 8 ein Projekt mit einem hoheren erwarteten
Endvermdégen, jedoch auch héherer Standardabweichung gewihlt. Die
Risikoaversion wiire olffenkundig klemer. Wiirde man die Grenze gar beim
Maximum des Moglichkeitsbereichs ansiedeln, dann wiire jede Risikofurcht
eliminiert'” (Punkt B).

1
[=E(V]

Abbildung 8

Y bs gibt am UngewiBheitsfall freilich noch insofern einen subjektiven Spielraum,
als dic Menschen wegen unterschiedhcher Informationen tiber Risikoprojekte unter-
schicdhche dquivadente objektive Wahrscheinlichkeiten festsetzen.

YUVl die Delintion der Risikoneigungen zu Beginn des Abschnitts A,



74 Rationalverhalten bei Risiko I1

Kann man auch dem Gedanken der Anspruchsniveaus cine gewisse
Plausibilitiit nicht absprechen, so ist es doch fraglich, ob Anspruchsniveaus
die strengen Anforderungen einer lexikographischen Vermdgensgrenze er-
fiillen. Sollte man nicht bereit sein, eine winzige VergréBerung der Wahr-
scheinlichkeit fiir das Unterschreiten des Anspruchsniveaus hinzunehmen,
wenn einem zum Ausgleich ein Konigreich fiir den Fall versprochen wird,
daf die Unterschreitung nicht stattfindet? Die wohl von allen Menschen aufl
diese Frage gegebene Antwort brauchen wir hier nicht auszufiihren.

Akzeptieren wir aber trotz dieser Bedenken einmal ein Anspruchsnivean
(02) als lexikographische Grenze, so diirfen wir nicht iibersehen, daB die
wirkliche Ruingrenze, nennen wir sie jetzt #,, dadurch nicht auBer Kraft
gesetzt wird. Thre Uberschreitungswahrscheinlichkeit zu maximieren, bleibt
das privalente Ziel. Es ist also nichts gewonnen.

Der Ausweg aus diesem Dilemma liegt darin, in Analogie zu den von R.
Rovy (1943) behaupteten Siittigungsmengen beim Giiterkonsum auch eine
Sittigungsgrenze W*(p=45,) fiir die Uberlebenswahrscheinlichkeit einzu-
fiihren''. Alle Projekte mit einer hoheren Uberlebenswahrscheinlichkeit
konnen dann in bezug auf das priivalente Uberlebensziel als gleichwertig
angesehen werden, so dall die Wahrscheinlichkeit, ein bestimmtes An-
spruchsniveau zu erreichen als zweites Auswahlkriterium zum Zuge kommt,
Man kann sich diese Priiferenzstruktur verdeutlichen. wenn man die Haus-
dorffsche Formulierung (1) zu Rate zieht und fiir ein zur Wahl stehendes
Projekit

(8) a=min[W(vz=#,) W*(v=1,)]
und b=W(v=1,)

setzt und fur ein Vergleichsprojekt a' und b’ analog definiert.

Man braucht natiirlich nicht bei zwei kritischen Vermégensgrenzen ste-
hen zu bleiben. Auch fiir die Wahrscheinlichkeit, das Anspruchsniveau zu
erreichen, mag es eine Siittigungsgrenze geben, so dab ein weiteres, rangnie-

" Als Kritik am Ansatz von A.D. Roy fordert TeLser (1955/56, 8.21) eine
Sdttigungswahrscheinlichkeit, nach deren Frreichen die mathematische Erwartung
maximiert werden soll. BAumor (1963) mochte als Frgiinzung des herksmmlichen
p-o-Ansatzes flir substitutionale Indifferenzkurven die Effizienzgrenze im p-g-Dia-
gramm verkiirzen, indem jene Projekte ausgesondert werden, die nichi mit einer
vorgegebenen Mindestwahrscheinlichkeit die Uberschreitung eines kritischen Vermi-
gens sichern. NACHTKAMP (1969) entwickelt dic Hypothese, dal erst ein Gewinnziel
bis zur Erreichung einer Sittigungswahrscheinlichkeit, dann ein Absatzziel bis zum
Erreichen einer anderen Sittigungswahrscheinlichkeil und schliellich dic Maximic-
rung eines von Neumann-Morgenstern-Indexes angestrebt wird. Fine priilerenz-
theoretische Analyse der Sittigungswahrscheinlichkeiten findet man bei Fnearna
CION (1965) und NacCHTR AMP ( 1969).
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drigeres Ziel und dann womdglich noch tiefer stehende Ziele in Betracht
kommen. Diese Ziele brauchen durchaus nicht ausschlieBlich pekuniirer
Natur zu sein, doch da wir vereinhart haben, uns auf die Ordnung von
Vermigensverteilungen zu beschriinken, interessiert hier insbesondere ein
Verschlag von NacuTkampe (1969, S.120), nach dem man von mehreren
kritischen Vermdgensgrenzen, die mit unterschiedlicher Intensitit ange-
strebt werden, ausgehen kénnte.

EV) b

F Priferenz-
U3 richtung
Uy

ﬁi !} e’ =

Abbildung Y

Fiir eine lineare Klasse von Wahrscheinlichkeitsverteilungen und drei
kritische Vermogensgrenzen vy, t, und ¢y liBt sich die Priiferenzstruktur
leicht an Hand der Abb.9 veranschaulichen. Fiir jede der kritischen Ver-
mogensgrenzen wurde ein Pseudo-Indifferenzkurvenbiindel nach Art der
Abb. 6 eingezeichnet. Die parallel verlaufenden unteren Begrenzungen der
Strahlenbiindel haben ihre alte Bedeutung (vgl. (7)) behalten: Wegen der
oberen Beschriinkung der Wahrscheinlichkeitsverteilungen ist unterhalb
dieser Begrenzungen die Uberschreitungswahrscheinlichkeit =0. (Bei oben
unbeschrinkten Verteilungen fallen die Grenzen mit der Ordinate zusam-
men.) Dagegen haben die oberen Begrenzungen eine neue Bedeutung ge-
wonnen. Sie geben den geometrnischen Ort aller Projekte an, die gerade mit
der Sattigungswahrscheinlichkeit fur eine Uberschreitung der zugehirigen
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kritischen Vermogensgrenze sorgen. Oberhalb dieser Begrenzungen wird die
Sattigungswahrscheinlichkeit iibertroffen. Es gilt also

(9) Wze){=| W (v=d) <= E(V) |z b +kfa(V). i=1,23,

wenn —k* die Auspriigung der standardisierten Verteilung Z bezeichnet,
bei der

(10) [ fAz:0,1) dz=W*H(v=0D).
e

Da plausiblerweise angenommen wurde, dall die Hohe einer Vermégens-
grenze In umgekehrter Relation zu threr Rangstufe steht, ergeben sich die
mit romischen Ziffern benannten Felder der Abb. 9. Aus einem vorgegebe-
nen Madaglichkeitsbereich kann man daraufhin leicht das beste Projekt
herausfinden: Es mull zundchst die Schnittmenge mit dem Feld bestimmt
werden, das die niedrigste Rangziffer aufweist, und dann mul} aus dieser
Schnittmenge der auf der hochsten Pseudo-Indifferenzlinie liegende Punkt
gesucht werden. Sollie die Grenze des Mdiglichkeitsbereichs mit einer
Pseudo-Indifferenzlinie teilweise zusammenfallen, dann sind die gestrichel-
ten Pseudo-Indifferenzlinien zur Auswahl des besten Projekts zu Rate zu
zichen. Wenn aul die beschriebene Weise eine Schnittmenge mit einem
ungerade bezifferten Feld gefunden wird, bleibt die Wahlentscheidung
teilweise indeterminiert, denn alle Projekte dieser Schnittmenge befriedigen
das ranghdhere Ziel mit mehr als nur der Sidttigungswahrscheinlichkeit,
lassen das rangniedrigere Ziel aber mit Sicherheit noch unerfiilli,

Mit der Einfithrung der Sdttigungswahrscheinlichkeiten hat die lexikogra-
phische Priferenzordnung eine ungemeine Flexibilitédt erhalten, so dall eine
Vielzahl von Wahlentscheidungen bei einem vorgegebenen Moglichkeitsbe-
reich durch geeignete Festlegung von kritischen Grenzen und Séttigungs-
wahrscheinlichkeiten beschrieben werden kann'?.

Dennoch mull man die Plausibilitiitsfrage stellen: Wieso soll es eigentlich
Sattigungswahrschemlichkeiten geben? Mit der Sittigung bei vollem Bau-
che haben sie doch wenig zu tun! Eine denkbare, doch nicht befriedigende
Antworl besteht in dem Verweis auf Reizschwellen: Ein Ziel, das nahezu mit
der Wahrscheinlichkeit 1 erreicht wird, sehen die Menschen als praktisch
sicher an und beachten es bei threm Kalkiil nicht mehr. Doch warum sollte
¢s Reizschwellen nur in der Nihe von 1 geben? Genauso plausibel wiire es
doch zu sagen, daBl eine Wahrscheinlichkeit nahe bei 0,7 als praktisch 0.7

'3 Flexibilitiit ist allerdings kein Wert an sich. Siche dazu St ers Ansatz fur cine
“Thearie of Fconomic Theories™ in seinem Ulbersichisactikel (1950 5 004 114, bey

5, 113).
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und eine andere nahe bei 0,1 als praktisch 0,1 angesehen wird!?, Fiir das
spezielle Konzept der Sittigungswahrscheinlichkeit kiénnen Reizschwellen
also nicht herhalten!#

Aber selbst wenn Sittigungswahrscheinlichkeiten aus anderen Griinden
cine Rolle spielen, behilt die lexikographische Ordn ung das Grundcharak-
teristikum einer fehlenden Substitutionalitiit zwischen den Zielen, an dessen
Beurteilung sich die Geister scheiden: Warum bleiben rangniedrigere Ziele
vollig unbeachtet, wenn das ranghéhere Ziel noch nicht mit befriedigender
Wahrscheinlichkeit erreicht wird?

Ein Argument hierfiir ist nicht von der Hand zu weisen: Es besteht in der
Operationalitit einer lexikographischen Ordnung'®, Selbst in der modifi-
zierten Version mit Sittigungswahrscheinlichkeiten ist das praktische Auf-
linden einer optimalen Entscheidung bei einer lexikographischen Priferenz-
ordnung vermutlich leichter als bei ciner substitutionalen. Aus diesem
Grund sind wohl die delegierten Priiferenzordnungen, mit denen in Verwal-
tungshierarchien pearbeitet werden muf, lexikographischer Natur. Man
braucht hier ja nur an die im staatlichen Verwaltungsapparat offenbar
unerliBliche ,, Paragraphenreiterei zu denken. Es gibt aber Griinde fiir den
Verdacht, daB in der Praxis beobachtbare lexikographische Ordnungen nur
vereinfachte Modelle der in Wahrheit zugrunde liegenden substitutionalen
Ordnung sein sollen'®. Irgendwo werden die Paragraphen ja geschrichen,
und dort lohnt sich die Miihe, eine substitutionale Priferenzordnung zu
Rate zu ziehen, vielleicht doch. Der Verdacht wird auch dadurch gestiitzt,
dab das vereinfachte lexikographische Priiferenzmodell in der Praxis offen-

' Vgl dazu KrELLES (1961, S, 611) Versuch einer Quantifizierung von verbalen
Wahrscheinlichkeitsurteilen.

4 Die Mutzlosigkeit, Reizschwellen in die priferenztheoretische Analyse einzufiih-
ren, zeigt sich mit aller Klarheit, wenn man beobachtet. wie SCHNEEWEISS (1967 b) und
GEORGESCU-ROEGEN (1954, 8. 522), die zur Frage der Substitutionalitit gegensiitzliche
Auffassungen haben, die Reizschwellen sozusagen einander _in die Schuhe schieben®™.
Schneeweil erkldrt die Existenz einer lexikographischen Rangfolge zwischen zwei
Ziclen damit, daB es beim rangniedrigeren Ziel cine Reizschwelle gibt, die eine
Verdnderung des Zielerreichungsgrades verdeckt. Warum es nicht auch fiir das andere
Ziel eine Reizschwelle gibt, wird nicht gesagt. Ein inhaltlich genau gleiches Argument
lihrt Georgescu-Roegen fir die Substitutionalitiit an. Die Substitutionalitiit zeige sich
niimlich darin, dall man sich nicht benachteiligt fiihlt, wenn der Zielerreichungsgrad
bei dem Ziel ohne Reizschwelle erhéht, bei dem anderen mit Reizschwelle Jedoch
verringert werde. Auch hier fehlt eine Begriindung fiir die Annahme nur einer
Reizschwelle.

UVl CiieMAN (1960, §.222). HAUSSMANN (196869, 8.33) und NACHTKAMP
(1969, S.3251).

" Das schlielit nicht aus, daB auch die {iblicherweise verwendeten Priferenzord-
nungen mat der Moghehkeit kowtinuierlicher Zielsubstitutionen ihrerseits Approxima-
tonen an cime an Wahrheit diskrer gestaltete Ordnung sind, wie es Ja wegen des
Mhamomens der Rewschwellen 2u vermuten st Vel aber Nacurkame (1969, §_325),
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bar nur in engen Entscheidungsbereichen als eine gute Approximation
angesehen wird, Wozu sonst das Institut der Kompetenzbeschriinkung in
Verwaltungshierarchien? Sobald eine Entscheidung den Kompetenzrahmen
einer Dienststelle zu iiberschreiten droht, wird sie in der Hierarchie hochge-
reicht, bis nach einer detaillierteren (sprich: substitutionaleren) Priferenz-
ordnung entschieden werden kann,

Jedermann kann an sich selbst beobachten, dal} es nicht nur in Verwal-
tungshierarchien nutzbringend ist, mit einem vereinfachten Abbild der
wahren Priiferenzordnung zu arbeiten. Wo kiime man hin, wollte man alle
Tagesentscheidungen bis in ihre letzte Konsequenz durchdenken? Mog-
licherweise, aber sicher nicht zwangsliiufig, ist daher die vereinfachte Priife-
renzordnung, an Hand derer wir taglich entscheiden, lexikographisch. Doch
auch hier taugt die vereinfachte Ordnung nicht fiir Entscheidungen, die das
Alltigliche iiberschreiten. Mitunter griibeln wir eben doch recht lange iiber
der richtigen Entscheidung.

So hat es den Anschein, daB man gut damit tut. sich bei der theoretischen
Analyse folgentrichtiger wirtschaftlicher Entscheidungen nicht mit der lexi-
kographischen Tagespriiferenz, sondern der zugrundeliegenden substitutio-
nalen Priiferenzordnung zu belassen.

Abschnitt C
Das Erwartungsnutzenkriterium

Schon vor zweieinhalb Jahrhunderten wurde durch G. CramMer' (1728)
und D. Bernourit (1738) der Grundstein des seit der axiomatischen Fundie-
rung durch voN NEUMANN und MORGENSTERN (1947, S8.17-29, 617-632)
wohl populiirsten Ansaizes fiir die Bildung eines Priferenzfunktionals ge-
legt. Dieser Ansatz besteht dann, zundchst mit Hille einer geeignet gewahl-
len monoton wachsenden Indexfunktion U(.) dic Wahrscheinlichkeitsver-
teilung liber Endvermdgenswerte in eine solche iiber Indexwerte umzuwan-
deln und dann den Erwartungswert dieser Indexverteilung zum Priiferenz-
funktional zu wihlen:

(1) R(V)=E[U (W]

Wenn, wie es das eingangs formulierte Ordnungsaxiom® verlangt, R (V) bis
aufl eine streng monoton wachsende Transformation bestimmt sein soll,

! Schweizer Mathematiker (1704-1752). G. Cramer formubierte seine Gedanken in
einem 1728 an Nikolaus Bernoulli, einen Onkel des Damiel Bernoulli, gerichteten
Briel. Von dort gelangten sie zu 1. B., der sic in seinem Betrag abdrucken hielh

Y Vel S 6.
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dann liegt U(.) bis auf eine positive Lineartransformation fest, das heiBt.
U(.) wird iiber eine Intervallskala gemessen®. Es gilt nimlich fiir zwei
Zulallsvariablen ¥V und V*

(2) E[a+b U(V)]{Z}E[a+b U(V)]
<E[UWM{Z}E[U(V)], b>0,

wiihrend eine dhnliche Operation fiir beliebige monotone Transformationen
nicht moglich ist®,

. Der Ansatz von G. Cramer und D. Bernoulli
1.1. Die Grundidee

Das Erwartungsnutzenkriterium hat viel formale Ahnlichkeit mit dem
Mittelwertkriterium R (V)= E(¥). In der "l'at haben Cramer und Bernoulli
es in der Auseinandersetzung mit diesem Kriterium entwickell. Sie finden es
im Prinzip richtig, das Priiferenzfunktional als Erwartungswert einer Wert-
grobe zu formulieren, nur solle es ein subjektiver Wert, niimlich der Nutzen
eines Geldbetrages, und nicht dessen objektiver Wert sein, der Verwendung
findet”. Nach ihrer Auffassung ist also U (.) eine kardinale Nutzenfunktion
fiir sichere Vermogenswerte. Als spezielle Form schligt BErnouLLl (S. 35)
U(v)=Inv vor, und CRAMER (8. 58—60) setzt alternativ U (v)=U (a+ y) = \;'5
und U (v)=min(y, y*), wobei y* ein Sittigungsecinkommen bezeichnet. Alle
drei Funktionen sind (von unten) konkav, die beiden ersten sogar strikt
(U"(v)<0), und weisen so die plausible Eigenschalt des abnehmenden
Grenznutzens auf, die spiter durch das erste Gossensche Gesetz populir
wurde.

Der Konkavitit kommt eine ganz besondere Bedeutung fiir die Risikobe-
wertung zu®. Bekanntlich definiert man die Begrifle ., Konkavitit*, . Konve-
xitit™ und ,,Linearitit einer Funktion” dadurch, daff man den Funktions-

* Auf der Intervallskala lassen sich gleiche Nutzenschritte abstecken, doch macht
¢s kemnen Simn, zwer NutzengroBen zueinander ins Verhiltnis zu setzen, wie es bei der
Verhiltnisskala méglich ist, die bis auf dic Multiplikation mit einem positiven Faktor
bestimmt ist.

* Die zweite Zeile folgt hier avs der ersten, nachdem a und b vor die Erwartungs-
uperatoren gezogen und durch Subtraktion und Division beseitigt wurden.

DD Brrnovan (1738, 8, 250): G. Cramer (1728, S.561), LAPLACE (1814, S. X V] u.
432 445y spricht daher von der esperance physique im Gegensatz zur esperance morale
und Arias (1952, 8. 271E) von der valeur monétaire und der valeur psychologigue.

" Dalk es fir die nun nachzuweisende Risikofurcht nur aufl die Konkavitit und
tmcht aul wpendwelche spezielleren Figenschallen der Nutzenfunktion ankommt,
erkannte sehon Marstiar (1920, 8. 691, Note IX, iAnluing)).
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wert einer beliebigen Linearkombination von Argumenten mit der entspre-
chenden Linearkombination der Funktionswerte selbst vergleicht. Daher
folgt fiir die Linearkombination, die mit Hilfe des Erwartungsoperators fiir
eine bestimmte Wahrscheinlichkeitsverteilung gebildet wird, der folgende
Zusammenhang:
Konkavitit
(3) {Lincarit.'il } =E[U(WV)]{E}U[EW)]
Konvexitiit

Daraus ist leicht zu erkennen, dafl man bei einer konkaven Nutzenfunktion
gerne bereit sein sollte, eine Verteilung von Vermogenswerten gegen ein
sicheres Vermogen in Hohe ihres Erwartungswertes auszutauschen. Man
kann dieses interessante Phiinomen noch etwas ndher beleuchten, indem
man den niedrigsten sicheren Betrag sucht, der im Austausch gegen die
Verteilung duBerstenfalls noch akzeptiert wiirde. Dieses Sicherheitsiquiva-
lent”, S{V), wird durch

UlS(V)]|=E[U(WV],
nach Anwendung der Umkehrfunktion® U~ '(.) also durch
(4) S(V)y=U"V{E[U(¥)])

festgelegt. Wie bereits erwiihnt”, nennen wir die Diflerenz zwischen dem
Erwartungswert und dem Sicherheitsiquivalent den subjektiven Risiko-
preis:

(5) r(V)=E(V)=S(V)

Der subjektive Risikopreis ist also der Abschlag vom Erwartungswerl, den
man fiir eine vollige Beseitigung der Streuung gerade noch hinzunchmen
bereit ist. Fr eignet sich im Einklang mit der Klassifikation an Hand der
zweiparametrischen Kriterien'” gut zur Abgrenzung der Risikoneigungen:

Risikofurcht
(6) n(V)| =0 < { Risikoneutralitiit ¢.
Risikovorliebe

7 Vel S. 54 und SCHNEEWEISS (1967 a, S.42-46).

¥ Diese Operation erfordert, dall U ' (.) an der Stelle E[U (V)] stetig ist.

+ 8. 58,

10 yypl. §.53. Eine vollige Ubercinstimmung besteht, wenn Ky = E(F) oder
K, =E(Y). Bei Lange, Shackle, Krelle und Schneider kann man nur eine i Prinzip
entsprechende Klassilikation vornehmen,
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Die Anwendung der Umkehrfunktion auf die Bezichung (3) gestattet
schlieBlich auch die Aussage'’

K onkawvitiit
(7) Linearitit ¢ = n(V){Z]0.
Konvexitit

So gelingt es also, aus der zuniichst unabhiingig von der Risikobetrach-
tung plausiblen Annahme eines abnehmenden Grenznutzens die interessan-
te Hypothese abzuleiten, dal} die Menschen liir die Risikobeseitigung emnen
Preis m(V) zu zahlen bereil sind. Die Hypothese ldf3t sich leicht mit der
Wirklichkeit konfrontieren, was jetzt fir drei einfache Beispiele getan
werden soll.

1.2. Beispiele

Das erste Beispiel lag Bernoulli selbst sehr am Herzen und war fir Cramer
tiberhaupt der Anlal}, das Erwartungsnutzenkriterium zu formulieren. Es 1st
die Bestimmung des maximalen Einsatzes fiir ein Gliicksspiel. Trotz unserer
eingangs geiuberten Zweifel an der Vereinbarkeit der Ergiinzung zum
Ordnungsaxiom mit der Bewertung von Gliicksspielen wollen wir dem
Beispiel einmal folgen'?,

Beide Mathematiker bemiihten sich, das sog. Petersburger Paradoxon
aufzukliren. Es besteht darin, daBl fiir ein recht sonderlich konstruiertes
Giliicksspiel zwar eine mathematische Erloserwartung von unendlich errech-
net wurde, jedoch niemand bereit war, sein Vermogen oder auch nur einen
betriichtlichen Teil davon fiir ein solches Spiel einzusetzen. Ob die Losung
von Cramer und Bernoulli der Problemstellung tatsichlich angemessen war,
werden wir spiter im Zusammenhang mit Arrows Utrility-Boundedness-
Iheorem diskutieren miissen. Hier wollen wir uns mit der Erkenntnis
begniigen, warum iiberhaupt der maximale Einsatz (p,..) kleiner als der
erwartete Spielerlos ist.

Der maximale Einsatz wird so bestimmt, dall man sich bei Erhalt der
LrlGsverteilung X' und nach Bezahlung des sicheren Einsaizes genauso
pestellt filhilt wie ohne eine Teilnahme am Spiel. Konnen wegen einer kurzen
Spicldaver Zinsertriige vernachliissigt werden, erhiilt man die p,,.. implizit
hestimmende Gleichung

5) Ul =E[U(a+ X — ppad ]

YUSie hat die bemerkenswerte Implikation, dal bei linearen Nutzenindexfunktio-
nen das Prwartungsau zenkriterium mit dem einfachen Erwartungswertkriterium
usimmentill, Vel 1y Breesovnog (1738, 8,27,

‘& Yol S H
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wober a das Vermdgen ohne Spielteilnahme angibt. Hieraus kommt man
nach Anwendung der Umkehrfunktion und Subtraktion von
E{ﬂ—l_ X _Pmau} Zu

(9) a—E(a+X—po)=—[Ela+ X —p.)-Sla+X—p_.)].
und unter Beriicksichtigung der Definition (5) folgt
(10) Pois=E(X)—nm{a+&X —po.)

Da wegen Konkavitit der von Cramer und Bernoulli unterstelllen Nutzen-
funktionen n>0, zeigt sich, wie behauptet. dab p,... < E (X).

Dieses Ergebnis mag wohl erkliren, daBl bei manchen absonderlich
konstruierten Gliicksspielen niemand bereit ist, den Erwartungsgewinn
einzusetzen, doch den Normalfall des Glicksspiels beschreibt es nicht. Der
ist niimlich ganz im Gegenteil dadurch gekennzeichnet, daB3 die Spieler mehr
als den erwarteten Erlis einzusetzen bereit sind; andernfalls giibe es ja keine
Spiclbanken. Ein solches Verhalten kann mit dem formalen Apparat des
Erwartungsnutzens in Ubereinstimmung gebracht werden, wenn eine kon-
vexe Nutzenfunktion unterstellt, also die Hypothese des abnehmenden
Grenznutzens verlassen wird. Doch die wahre Erklarung hat man damit
nicht gefunden. Die liegt nimlich einfach in einer besonderen Spielfreude,
die von GriBen abhiingt, die aus der bloBen Information tiber die Erlosver-
teilung gar nicht zu ermitteln sind*?.

Fir die niachsten beiden Beispiele aus dem Versicherungsbereich scheint
die Theorie aber sehr viel besser zu passen. Anders als beim ersten Beispiel
mubB jetzt allerdings das Problem der Zeit beriicksichtigt werden, denn ohne
dald Zeit verstreicht, kann kein Schaden eintreten. Wir unterstellen daher,
dalB zu Periodenbeginn eine Primie gezahlt wird und alle Schadenszahlun-
gen am Periodenende erfolgen. Das um die erhaltene oder gezahlte Primie
veriinderie Anfangsvermogen werde zum sicheren Zinssatz ¢ — | angelegl.

Wir fragen zuniachst nach dem Primienvolumen p,,, das ein Versiche-
rungsunternehmen fiir die Ubernahme einer aus ihrem Gesamtbestand an
Vertriigen resultierenden Schadensverteilung, die durch die Zufallsvariable
C gekennzeichnet sei, mindestens benotigt'?, Verzichtet das Versicherungs-
unternehmen auf das Geschiift. dann erzielt es den Endkapitalbestand
p=aq. Wird das Geschift betrieben, ist der Endkapitalbestand
V=ug + pg— C, wobei p die Primienerlose bezeichnel. Somil bestimmt sich
die minimale Priamie durch

1 Val. S, 1841T.
Vel BOrmaNN (1968, S 268) und s (19735, 5. 2081)
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(11) Ufaq)=E U (ag+ pui, —C)],

so daB3 sich analog zu (10)

(12) Prin 4 = E(C) +x(ag+ pyin g —C)

errechnen ldbt. Die aufgezinste Minimalprimie setzt sich also aus dem
Erwartungsschaden und einem, bei einer konkaven Nutzenfunktion positi-
ven. Risikozuschlag zusammen. Das Ergebnis entspricht der wirklichen
Kalkulationspraxis.

Wie steht es um den Versicherungsnehmer? Die Frage wurde schon von
BErNOULLE (1738, S.42-44) angegangen'®, doch erst ein Jahrhundert spiiter
hat BaArrois (1834, S.259-282, bes. S. 260[.) die Maximalprimie vom Stand-
punkt des Versicherten berechnet'®'". Ohne Versicherungsabschluf3 sicht
sich der Versicherungsnehmer dem zufallsabhiingigen Periodenendvermi-
gen V=aq—C gegeniiber, wobei C nun den individuellen stochastischen
Schadensbetrag kennzeichnet. Mit VersicherungsabschluB} wird, wenn p die
gezahlte individuelle Primie ist, das Vermogen aq — pg erreicht. Somit lohnt
sich der VertragsabschluB, solange E[U (ag—C)]< U (ag—pq); die Maxi-
malpriimie, p.., wird also durch die Bedingung

(13) E[U(ag—C)]=U(aqg— P 4)
lestgelegt, woraus sich
(14) Py §=0q — 8 (ag— C)

cerrechnet. Schreibt man nun

(15) Pmax 4 =04 — E(ag—C) + [ E(ag— C)— 8 (ag — C)],

"" Bernoulli fragt nach dem Vermégen, das man hochstens haben darf. damit sich
der AbschluB eines Versicherungsvertrages noch lohnt. Das ist eine sinnvolle Frage,
denn wie wir spiiter sehen werden, impliziert U (v)=Inv eine mit wachsendem
Vermdagen abnehmende Risikofurcht (vel. Kap. 111 A 2.3),

'" Unabhiingig von Barrois ist das Problem in neuverer Zeit wieder von Mossin
(IY68) aulgegriffen worden. Vel auch ScuNeeweiss (1967a, S. 45) und HELTEN (1973,
SO0 und unsere Ausfithrungen im Kapitel V C,

' Der aul Bernoullis logarithmischer Funktion aufbauende und in einem zeitlosen
hontext formulierte Ansatz von Barrois wird hier etwas verallgemeinert. Die Ergeb-
nisplewchung (3) ber Barwos (S.261) enthiilt tibrigens einen Fehler. Richtig mul} sie
lanten

i=F 4+ AS—(F4+8) FI-4

LT T s TR T TSR
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so erhiillt man wegen (5)
(16) Puax § = E(C)+m (ag — C).

Dieses ist die Bestimmungsgleichung fiir die maximale Bruttoprimie, die das
Versicherungsunternechmen seinem Kunden abverlangen kann. Bei einer
konkaven Nutzenfunktion darf also die aufgezinste Bruttoprimie den Er-
wartungsschaden iibersteigen. Vom Standpunkt des Versicherungsunter-
nehmens ist das ja auch eine conditio sine qua non, denn der Erwartungsscha-
den des gesamten Versicherungsbestandes ist gleich der Summe der Einzel-
erwartungen, so wie das gesamte Primienaulkommen die Summe der
Einzelprimien ist.

Den Fall der Versicherungsnachfrage wollen wir uns noch einmal an
Hand der Abb. 10 fiir den einfachen Fall einer biniiren Schadensverteillung

w 1l—w
i
¢ ')

wobei £ und 0 die Auspriigungen von C und w die Schadenswahrscheinlich-
keit bezeichnet, vor Augen fiihren'®,

v

E[U V)]

o Jag—¢ S E0 ag .
(V) E(C)

FI‘H:! c-‘

Abbildung 10

UV RL D Beernovinn (PT3R S 32 und 2 Bonoch SCNErwRss (19670, 5.62)
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Da E(V) mit den gleichen Gewichten als Linearkombination aus ag und
ag—¢ zu bilden ist, wie E[U(V)] aus Ulag) und U(ag—¢), liegt der
Punkt mit den Koordinaten (E[IJ(V)]. E(V)) aufl der Sehne PP'. Um bei
gegebenem E (V) den Wert S(V) zu finden, geht man somit bei E(V) von
der Abszisse lotrecht auf die Sehne, von dort waagerecht zur Nutzenkurve
und dann wieder senkrecht nach unten bis zur Abszisse. Welche Auswirkung
eine lineare oder gar konvexe Nutzenkurve auf den subjektiven Risikopreis
# (V) hitte, kann man sich leicht selbst {iberlegen.

1.3. Ein anschauliches Maf der Risikoneigung:
Die Intensitdt der Versicherungsnachfrage

Barrois’ Analyse der Versicherungsnachirage bildet cin sehr anschauliches
Anwendungsbeispiel der Erwartungsnutzentheorie. Aus diesem Grund wol-
len wir unter Bezugnahme auf dieses Beispicl ein im Verlauf dieser Unter-
suchung noch mehrfach niitzliches standardisiertes MaB der subjektiven
Risikoneigung definieren. Wir nennen es die Intensitit der Versicherungs-
nachfrage, g. Die Intensitit der Versicherungsnachfrage ist die auf den
Erwartungsschaden bezogene, aufgezinste maximale Zahlungsbereitschafl
des Versicherungsnehmers'?:

P imax 'ET:E[C)"“-‘T[‘“I_'C}
E{C) E(C) :

(17) g=glag—C)=

Wegen (6) gilt fur dieses Mal die Beziehung

Risikofurcht
(18) g {=| | = {Risikoneutralitit ¢,

Risikovorliebe

[Die Intensitdt der Versicherungsnachlrage gewinnt aus dem Versiche-
rungsbeispiel eine unmittelbar mit der Empirie konfrontierbare Interpreta-
tion. Gesetzl den Fall, ein Versicherungsunternchmen versichere n Personen,
dic jeweils die gleiche objektive Schadensverteilung C einbringen und die
gleiche maximale Zahlungsbereitschaft p,... aufweisen, dann ist die erwarte-
(e und bei einem geniigend groflen Bestand praktisch auch die tatsiichliche
Schadenssumme n E(C) und das maximal erziclbare Primienvolumen
0P 12 man den Quotienten aus der tatsiichlichen Schadenssumme und

" Dheses Mall Gihnelt dem coefficient of cauwtion FisHers (1906, 8. 76), der fiir die
Spueksituation den Quotienten aus Spielemsalz und Erwartungsgewinn bezeichnet. Im
Fall der Ressholureht nommt der VorsichiskoefMizient ecinen Wert < 1. bei Risikoneu-
RTHT I ound bei Ristkovorliebe =1 an.
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dem tatsichlichen Primienaufkommen als Schadensquote bezeichnet, kann
der Kehrwert der Intensitiit der Versicherungsnachlrage

1__r: E(C)

g N Paxd

als Minimalwert der diskontierten Schadensquote interpretiert werden. Die
empirisch ermittelten Schadensquoten®® liegen in aller Regel sehr deutlich
unter 1 und bestiitigen damit, was wir mittels der Erwartungsnutzentheorie
aus dem Gesetz des abnehmenden Grenznutzens ableiten konnen.

Mit diesem Ergebnis steht die Theorie Cramers und Bernoullis in glinzen-
dem Lichte da. Dennoch hat sie sich noch (mindestens) zweier Einwinde zu
erwehren, die im Verlaule der wissenschaftlichen Diskussion gegen sie
vorgebracht wurden. Wir wollen sehen, ob sie damit fertig wird.

1.4, Das Problem des kardinalenn Nutzens

Es kann bezweifelt werden, dab es cine kardinal meBbare Vermdgensnut-
zenfunktion, wie sie Cramer und Bernoulli fordern, tiberhaupt gibt. Nach
ParETO (1906, S. 1691) bewegt man sich mit der Annahme der Kardinalitit
im Bereich der Metaphysik. Sicher s¢i ndmlich nur, daB ein Individuum
erstens Klassen gleichwertiger Giiterbiindel benennen und zweitens diese
Klassen in der Reihenfolge ihrer Wiinschbarkeit ordnen konne (8. 175-177),
also eine ordinale Nutzenfunktion iiber dem Einkommen oder Vermdgen
existiere. Diese Sichtweise, die tibrigens schon von WunpT (1863, bes. S, 26)
fiir den Bereich der Psychologie der Reizempfindungen in aller Klarheit
vertreten wurde, hat sich vor allem nach der reconsideration von HICKS und
ALLEN (1930) zur heute dominierenden etabliert.

Das liegt nicht daran, dal es eine zwingende Begriindung fiir die Ordinali-
tit gibt, sondern daran, daB die Theorien, die man auf eine kardiale
Priiferenzstruktur aufbaven kann, in der Regel auch mit der schwiicheren
Annahme der Ordinalitit betrieben werden konnen®'-??, Zwar gibt es

20 Vgl 2. B. BUNDESAUFSICHTSAMT FUR DAS VERSICHERUNGSWESEN (1974, 5.96(1,
(Anhang}).

21 Mit Berug auf die von der Psychophysik vertretene kardinale Nutzen- oder
Empfindungsfunktion (vgl. Kap. [1) wurde dicser Standpunkt auch von M. Wenti
(1908, bes. S.389-392) cingenommen.

22 Fine Ausnahme bilden freilich die Wohlfahrtstheorien, deren aul der strengen
Kardinalitidt (auch Einheit und Nullpunki liegen fest) basicrende Emplehlung, alle

Einkommen gleich zu machen, um ein Wollfahrismaximum zu erreichen, fallen
gelassen werden mull. Den ,Faschisten und Kritiker von Sozialismus nd Demokra-
tie" (AMOROSO (1938) in einer Biographie tber Pareto] divrlte das mcht werter gestont

hiben.
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Kritiker wie LirTLE (1950, S. 14-52), die sich insbesondere an der Indifferenz-
annahme stéren und daher einen noch allgemeineren Ansatz bevorzugen??.
Jedoch ist anderen Kritikern wie FriscH (1932), Scuurtz (1933), ALt (1936),
ALLAIS (1952, 8.271, 273[), SCHNEEWEISS (1963), KRELLE (1968, S. 10-12) und
VAN PRAAG (1968, bes. S.6-10) der Ansatz wiederum zu allgemein. Sie
pliidieren allesamt** fiir eine Intervallskala des Nutzens, wie sie von der
Erwartungsnutzentheorie bendtigt wird. In der Tat wiire ja eine solche
eingeschriinkt kardinale Funktion durchaus nicht metaphysisch. Wenn
[ndividuen, wie es Pareto annimmu, ihre Indifferenzkurven zeichnen kénnen,
dann geben sie Auskunft {iber das Grenznutzenverhiltnis verschiedener
Giiter. Warum sollten sie nicht ebenfalls in der Lage sein, das Verhiltnis der
durch zwei sukzessive Vermogenssteigerungen erreichten Nutzenerhéhun-
gen anzugeben®’? Sind sie es, dann ist die Kardinalitiit gesichert.

Sie sind es tatsdchlich und kénnen sogar noch viel mehr, Das jedenfalls ist
das Ergebnis der vielhundertfach in der Psychophysik durchgefiihrten
Versuchsrethen, deren bekannteste die von S.5, Stevens und Mitarbeitern
am Harvard Laboratory of Psychophysies sind*®. Nach diesen Versuchsrei-
hen sind die Menschen ganz allgemein in der Lage, Reize und Empfindun-
gen in einen so engen funktionalen Zusammenhang zu bringen, daB sogar
Verhiiltnisskalen konstruiert werden kénnen.

Wenn dieser Kritikpunkt im iibrigen der einzige am Erwartungsnutzen-
kriterium wire, dann lieBe sich die Kardinalitit der Nutzenfunktion aber
noch emfacher begriinden: Wie es mit der Beziehung (2) geschehen ist,
nimlich dadurch, daB Paretos Postulate aul den Vergleich ganzer Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen libertragen werden. So kann also die Kardinali-
tit der Nutzenfunktion kein selbstindiger Kritikpunkt sein.

5. Die Beriicksichtigung einer spezifischen Risikoneigung

Die schwache Stelle der Erwartungsnutzentheorie liegt woanders. Selbst
wenn es namlich eine kardinale Nutzenfunktion fiir sichere Vermogen gibt,
so ist immer noch kein zwingender Grund in Sicht, warum ein Risiko allein
an Hand dieser Funktion bewertet werden soll. Das zu betonen konnte
ALLAIS (1952 w. 1953) nicht satt werden®’. Wenn auch zwei Menschen die
eleiche Nutzenfunktion fiir sichere Vermdgen haben, so hei3t das noch lange

~ Val Fn.§,8.7.

“TOAl tut es durch seine Axiomatik zwar faktisch, michte sich aber nicht zum
i‘lnrlu_uq-llislun der Kardinalitiit stempeln lassen.

" Vel Keiece (1961, S, 140),

" e detmilierte Ubersicht findet man bei 8.8, STEVENS (1975). Vel. auch unser
koapntel THEA.

CUosiehe auch SComrrwiiss (19670, S, 700, KRELLE (1968, S, 147) und HELTEN (1973,
N9
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nicht, daB ihr plaisir du risquezs gleich sein mufl. Nach Allais sollte daher die
Erwartungsnutzenregel mit Hilfe eines Malles, das die Nutzenstreuung
beriicksichtigt, korrigiert werden. Leider wird Allais wenig konkret®®. Ver-
mutlich kommt KrerLies (1968, S. 148-163) Axiomensystem B, bei dem
explizit ein Nutzenstreuungsparameter erscheint, Allais’ Vorstellungen recht
nahe. Eleganter und inhaltlich kaum unterschiedlich®® ist aber der Weg, der
von Krelle (S. 138-147) mil seinem Axiomensystem A beschritten wird. Dort
wird U(p) in eine Risikopriferenzfunktion ¢(.) und eine Nutzenlunktion
fiir sichere Vermogenswerte u(.) aufgespalten, so dall also

(19) Ulpy=¢ [ulv)].

Ahnlich wie oben fiir U(.) gezeigt, stehen hier Konkavitit, Linearitit und
K onvexitit von ¢(.) fiir eine Vorliebe fiir, Gleichgtiltigkeit gegeniiber und
Abneigung gegen Nutzenstreuungen. Krelles Ansatz suggeriert zwar immer
noch eine gewisse Relevanz der Erwartungsnutzentheorie, weil niimlich das
sog, .Normalverhalten®, charakterisiert durch eine lineare Risikoprilerenz-
funktion, wegen der noch verbleibenden Konkavitit von u(.) Risikofurcht
impliziert; doch solange man keinerlei Hypothesen dartiber hat, ob das als
normal” definierte Verhalten auch empirisch normal ist, lduft (19) aufl die
Aulhebung der Erwartungsnutzentheorie im Sinne Cramers und Bernoullis
hinaus. Der zunichst so plausibel erscheinenden Begriindung der Risiko-
furcht durch einen abnehmenden Grenznutzen des Geldes schwindet damit,
selbst wenn man die ordinalistische Kritik nicht akzeptiert, der Boden unter
den Fiilien.

Das ist sehr bedauerlich, zumal bisher keine anderen Begriindungen der
Risikofurcht bekannt wurden. Auch uns bleibt daher nichts anderes uibrig,
als die Risikofurcht als beobachtbare Tatsache hinzunehmen und auf eine
Erklirung zu verzichten. Was vom Vorschlag Cramers und Bernoullis jetzl
noch iibrig ist, beschrankt sich aufl die Behauptung, dal3 der Erwartungswert
ciner wie auch immer gebildeten Indexfunktion U (.) iiberhaupt als Priile-
renzfunktional zu verwenden ist. A priori ist das gar nicht besonders
naheliegend, Eine dhnliche Begriindung, wie si¢ bei den zweiparametrisch-
statistischen Kriterien wenigstens fiir lineare Verteilungsklassen gegeben
werden konnte, ist hier nicht moglich. Es gibt aber eine Argumentation, dic
das im Laufe der Jahrhunderte leicht verstaubte Prillerenziunktionul
E[U (V)] mit cinem Schlag in neuem Lichte erscheinen lieB. Lhr ist ein neuc
Unterabschnitt gewidmet.

- ALLAIS (1952, S, 1301); im Gegensatz zum plaisie du pew, der reimen Freude an der
Ausgestaltung des Spiels.

2 Mot aneiner Stelle st vom Moment 2. Orcdounge Jdic Rede: Avtas (1955 5 5108

YUVl KRELLE (1968, 5161 163)



C Das Erwartungsnwtzenbriterium 89
2. Der von Neumann-Morgenstern-Index

Von einem ganz anderen Ansatz her als Cramer und Rernoulli kamen vos
NEUMANN und MORGENSTERN (1947) im Rahmen ihrer Spieltheorie ebenfalls
zu einer Art Erwartungsnutzen. Der Nutzen, den sie im Auge haben, hat mit
dem Nutzen als MaD fiir die Intensitiit der Befriedigung kaum noch etwas zu
tun. Vielleicht sollte man daher einen anderen Begriff einfiihren. Es hat sich
aber eingebiirgert, auch den von Neumann-Morgenstern-Index als Erwar-
tungsnutzen zu bezeichnen. So wollen auch wir dabei bleiben.

2.1. Die Axiome

Das Besondere am von Neumann-Morgenstern-Ansatz besteht darin, daf}
es gelingt, das Priferenzfunktional R(V)=E [U (V)] aus wenigen Axiomen
tiber rationales Verhalten abzuleiten®'. Die Priisentation von Axiomen ist
immer in gewissem MaBe Geschmacksache. So wundert es nicht. daB die
ursprunglich von von Neumann und Morgenstern vorgestellten Axiome im
Laufe der Zeit nicht unerheblich veriindert wurden.

Der entscheidende Schritt wurde bereits zu Beginn der fiinfziger Jahre
mit dem Unabhiingigkeitsaxiom gemacht, dem ja auch bei unserer oben
gegebenen Fundierung des Prinzips des unzureichenden Grundes eine hervor-
ragende Rolle zukam. Er war immerhin so groB, daB selbst SAMUELSON
(1952a. 8. 147) die Verbindung zu den Originalaxiomen nicht mehr verstand:
wQuelque mathematicien devrait éclairer tout cela™ Der ~Mathematiker*
fand sich bald. Es war MALINVAUD (1952).

Ein einfaches Axiomensystem, das zur Erwartungsnutzenregel fithrt, er-
hillt man schon, wenn den beiden oben eingefiihrten Axiomen zwei weitere,
nimlich das Archimedes-Axiom und das Nichtsiittigungsaxiom hinzugefiigt
werden®®. Der Ubersichtlichkeit halber fiihren wir hier das vollstiindige
System an. Dabei gehen die ersten beiden Axiome im Gegensatz zur
urspringlichen Formulierung bereits von der Existenz aquivalenter objekti-
ver Wahrscheinlichkeiten aus. Es wird also dem Ergebnis des ersten Kapitels
Rechnung getragen,

(1) Ordnungsaxiom: Es existiert eine vollstindige schwache Ordnung tiber
Wahrscheinlichkeitsverteilungen von Periodenendvermégen.

(2) Unabhiingigkeitsaxiom: Es gelte fiir zwei Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen ¢ und e

e 1=} €.
"ovon NEUMANN und MorGENSTERN (1947, S, 2629, 617-632).
YWl 5.6, 1L und 28, Fine Diskussion verschiedener Axiomensysteme [indet
i ber Markowitz (1970, S 228 242) und Kurree (1968, S, 121-195). Unser Axio-
mersystem ahnelt jenem von Pricoman und Savace (1952, S, 464 4649,
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Dann folgt fiir Verteilungen, die unter Verwendung einer beliehigen Vertei-
lung e; zusammengesetzt werden,

w l—w w l—w
oo 1% hofbony ¥
ey €y €y e
wenn Dow=<1,

(3) Archimedisches Axiom: Gegeben seien drei Vermogensausprigungen
vy <v<p;. Dann gibt es genau ein w, 0<w<1, so daff

. wo l—w
Uy oy ;

(4) Axiom der Nichtsdttigung: Wenn v,>v, so folgt v, >uv,.

Aul die bereits bekannten Axiome (1) und (2) gehen wir hier nicht mehr
ein. Der wichtigste Aspekt des archimedischen Axioms®* liegt in dem
Ausschlull lexikographisch geordneter Vermdgensbereiche, was GEOR-
GESCU-ROEGEN (1954, bes. 5.525) zum AnlaB heftiger Kritik genommen
hat. Wenn es z B. eine lexikographische Vermdgensgrenze ¢ gibt, so dall
vy <0<wy, dann st fur jede Wahrscheinlichkeit im Bereich O <w<|

w l—w .
(20) v{=] ( )-ﬁ-&{%}lh

v; v,

Es gibt also keine von 0 und 1 verschiedene Wahrscheinlichkeit, die
Indifferenz erzeugt, wie es das archimedische Axiom verlangt. Wegen unse-
rer oben zu den lexikographischen Kriterien geiuBerten Bedenken sollte
man dieser Kritik aber fiir wohliiberlegte Entscheidungen kein Gewicht
beimessen. Das noch verbleibende Axiom der Nichtsittigung ist, jedenfalls
fiir die Vermogen der wirklichen Welt, eine Selbstverstindlichkeit. Sollte es
nicht erfiillt sein, miiliten wir beobachten, dall es den Menschen nichts
ausmacht, beraubt zu werden.

5 Meistens wird vom ,Stetigkeitsaxiom™ gesprochen. ein Name, der von MaRr-
SCHAK (1950, S.117) eingefithrt wurde, Falt man die eme Indifferenz erzeugende
Wahrscheinlichkeit w als eine Funktion hi{v) aul, so suggeriert diese Bezeichnungs-
weise, dall hip) stetig sein miisse. Das st aber unndtip. Z.B. st die Funktion

01, wenn p<r*
h{!"}7 05, wenn = o
09, wenn p=p*

micht stetig, obwohl sie conem jeden oowie pelordent ein eindeatipes hiE ) cuordnet
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2.2. Die Herleitung der Erwartungsnutzenregel aus den Axiomen

Es soll nun gezeigt werden, daB die genannten vier Axiome die Frwar-
tungsnutzenregel implizieren,

|. Schritt: Erfragung der Indifferenzwahrscheinlichkeit

Wir stecken zuniichst zwei Vermogensgrenzen v, und v,,, ab, die so
groliziigig bemessen sind, daf3 alle zu bewertenden Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen in dem durch sie abgegrenzten (offenen) Intervall liegen. Dann
wird unter Verwendung des Archimedes-Axioms fiir alle v in diesem Inter-
vall nach der Indifferenzwahrscheinlichkeit h(v) gefragt. die analog zur
Formulierung des Axioms implizit durch

(21) 1y, (."1{1:] I—h[u})

”llmn L'mllm

oder, anders gesagt, durch

(22) (h{v} I—hw})w (hw: l—h{v])
v v Umn:. Ein

definiert wird. Die Abb. 11 zeigt einen beispielhaften Verlauf der Funktion
h(v). Bemerkenswert ist dabei die Beziehung

23 == T"lma: ¥y = 1
(23) v {pmin} = h{!-]—-{u} .

Sie riihrt daher, daB nach Axiom (4) gilt, daly
r'm.ux = l-1|1|||ir.| = [:m“ :"vml ]

und dall wegen Axiom (2) die rechte Seite von (22) im Fall p=v,,, und
hie)<1 schlechter und im Fall v=v.,. und h(v)>0 besser als die linke
wiire. Ob die Funktion h(v) monoton steigt, bleibe derweil noch dahinge-
stellt.

L I T

) e

—

Ahbiddung 11
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2. Schritt: Chancentransformation
Wir nehmen uns eine der zu bewertenden Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen

{24} (Wi Wl...l-"r’“)
t'1l UZ"'”"

vor und schreiben sie, um auf die Formulierung des Unabhéngigkeitsaxioms
zu kommen, als

w l—w Wy | —w,
L W, W
3) B l=w, 7 l—w,

EI ".'13 ul 111 ' ”"

"

Sodann wird die (aul einen Punkt konzentrierte) Subverteilung e, =v,, wie
es das Unabhingigkeitsaxiom erlaubt, durch die geméiB der Argumentation
unter Schritt 1 dquivalente Zwei-Punkt-Verteilung

(26) v;E(h“TE} l—h{t:l})

3
\ t miax Vmin

ersetzt. Damit erhiilt unsere Wahrscheinlichkeitsverteilung (24) die Gestall

Wi W oo W,

(27) vy} 1=hz)
Yinss Pnt Vs -0 Uy

max i

LUinter Beibehaltung dieser Transformation werden nun nachetnander in
vollig analoger Weise v, U3, ..., by durch dquivalente Zwei-Punkt- Verte-
lungen ersetzt, so daB die Wahrscheinlichkeitsverteilung schlieBlich dic
Form

W, W

(28) hiv,) 1—hp,) hiv,) l—h(w"})
b t v I

i rl“i“ (LTS min

||IM =

w, hiv)) Z w;[1=h(v)]

t i

mux i

=1

annmmi.
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Das Vorgehen lalt sich graphisch leicht veranschaulichen, wenn die
Ausgangswahrscheinlichkeitsverteilung in das Diagramm der Abb. 11 einge-
tragen wird. Fiir eine Drei-Punkt-Verteilung kommt man dann z B. zur
Abb. 12. Dort repriisentieren die Sdulen liber vy, v und v; die zugehirigen
Wahrscheinhichkeiten w;, w, und w,. Sie werden je in der Proportion
aufgeteilt, wie es die Kurve /i(v) an der gleichen Stelle mit dem Abstand
zwischen unterer und oberer Bildbegrenzung tut. Nun wird nacheinander
fiir alle Sdulen das untere Teilstiick dem Vermégen vy, und das obere
Teilstiick dem Vermdgen v, zugeordnet. Dadurch wird die Verteilung
schrittweise zu den Extremwerten verlagert, ohne ihren Wert zu verindern.
Durch Aufeinandersetzen der zu den Extremwerten verlagerten Siulenstiik-
ke entsteht dann aus der Ursprungsverteilung eine iiquivalente Verteilung,
die durch die beiden Siulen iiber den Extremwerten dargestellt wird.

In der beschriechenen Weise kann man nun alle zu bewertenden Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen in Zwei-Punki-Verteilungen mit den Ausprii-
gungen o, und v,,, verwandeln. Es liegt nahe, jene Verteilung, bei der die
Wahrscheinlichkeit

> wih(o)

=1

fiir das Auftreten der Ausprigung vy, am groBten ist, fiir die beste zu halten.
Bewiesen ist die Richtigkeit dieser Vermutung aber noch nicht.

hiv),w,
6]
4 Tw e
Ewi[1=hiv)] { N Wy iy
ol ] |
Uiy U U3 Uy Lo S~
L hieg)w, 3 hiry)w, 5 hips)w,
2 [1=he)]w, 4 [1=h()]w, 6 [1—=h(vs)] wa

Abbildung [2
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3. Schritt: Der Vergleich von Zwei-Punkt-Verteilungen
Gesetzt den Fall, es seien zwet Vertellungen

(29) ez( W 1_“') i e';(w "“’)1
umax vmin ”max umln

wobeli w >w,

zu vergleichen. Dann definieren wir die Wahrscheinlichkeit

(30) W' =

und schreiben mit ihrer Hilfe die beiden Verteilungen als

i

W 1 —w”

(3n 2= (w l—w) (w 1—w)
Fnax Uiiin vman ’Dmi-n

und

FF

W I —w"

¢= ( w  1-— w)
le;{: UI‘I‘IIE vmil'l

Unter unmittelbarer Anwendung des Unabhiingigkeitsaxioms kommen wir
daraufhin ndmlich zu den folgenden Beziehungen:

w o l—w
{32) E':E}'EF‘F}( ) ){E}Hmu
Umux. I"I‘Iﬂ.il'l
P f— I 1 1 o i
sy ( w1 w) (z) ( W n)
Vi l'ﬁmin Vnax I""mmd
- I!min { E} Umun 3

Hiernach wird ¢ genau dann fiir besser als e gehalten, wenn ein sicheres
Vermdgen v, cinem kleineren, ebenfalls sicheren Vermégen v, vorgezo-
oen wird. Nach dem Axiom der Nichtsiittigung ist das der Fall.

4. Ergebnis
Damit ist gezeigt, daB von zwei Vertetlungen genau jene, fir die

(33) Y w,hie)

=1
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den grafferen Wert annimmt, die bessere ist. Das Priiferenzfunktional lautet
also R(V)=E[U(V)], wobei sich die Indifferenzwahrscheinlichkeitsfunk-
tion fi(v) als die Nutzenfunktion U (¢) entpuppt.

Das Ergebnis erlaubt nun seinerseits einen RiickschluB auf die anfangs
offen gelassene Frage, ob hi(v)=U (1) monoton steigt. Die Frage muf} bejaht
werden, denn gélte fiir zwei sichere Vermogen v und ¢/, daB v’ > v und wegen
Ufr)<Ulr) gleichzeitig ' <v, dann ergibe sich ein Widerspruch zum
Axiom der Nichtsiittigung,

Abschnitt D
Vergleich der Priferenzfunktionale

I. Erwartungsnutzenansatz versus lexikographische Priferenztheorie:
Die Entscheidung fiir ein Entscheidungskriterium

Unter den diskutierten Kriterien nimmt das Erwartungsnutzenkriterium
dank seiner Herleitung aus einfachen Axiomen eine hervorragende Stellung
cin. Man konnte es daher mit Scuneeweiss (1967a, S.78) sogar als ein
quasilogisches Prinzip bezeichnen. Das klingt sehr euphorisch, zu euphorisch
vielleicht, wenn man bedenkt, daB von lexikographischer Seite gefragt
wird": “Is it though the greatest of all irrationalities to assume that any given
individual, be he a cardinalist, is ex definitione rational in the above sense?”

Die Alternative, die die lexikographische Theorie mit einer Priiferenz-
struktur der Anspruchsniveaus und Siittigungswahrscheinlichkeiten anbie-
tet, ist indes auch nicht sonderlich iiberzeugend. Solange diese Priiferenz-
struktur als eine fiir kurzfristige Entscheidungen abgeleitete gedacht ist, hat
sie sicherlich ihre Berechtigung, doch als Wegweiser fiir sorgfiltig iiberlegte
folgentriichtige Entscheidungen haben wir sie nicht akzepticren kénnen,
Nicht vllig verschliefen kann man sich freilich der einfachsten Version der
lexikographischen Theorie, bei der es cine echte Ruingrenze gibt, jenseits
derer das absolute Fiasko droht. Eine solche Grenze, dic wic wir sahen,
wenn uberhaupt irgendwo, so bei #=0 liegen miiBte, hitte natiirlich auch
liir sorghiltig iiberlegte Entscheidungen ihre Bedeutung.

So droht, da diese Grenze dem archimedischen Axiom widerspricht, ein
Wermutstroplen in den siilen Kelch zu fallen, den Schneeweill uns reichen
will. Doch gliicklicherweise zichen Arrow (1951, S.29) und Roy (1952,

VGiocaso v-RorGen (1954, S, 505),
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S.432f)den Kelch rechtzeitig beiseite: Wenn die Nutzenfunktion die Gestalt
(vgl. Abb. 13)

(1) wa={]‘ ”E“},

0 v<r

hat, dann ist die Maximierung des Erwartungsnutzens mit der Maximierung
der Uberlebenswahrscheinlichkeit identisch, denn es gilt in diesem Fall

(2) R{V]:E[U{V}].:_f Ulr) [ (v)de

+ m
- __[ flo)dv
=W(v=p).

Das erstaunliche Ergebnis ist also, dafl das Erwartungsnutzenkriterium mit
der Zielsetzung der Maximierung der Uberlebenswahrscheinlichkeit kom-
patibel ist. Das einzige, was noch stort, ist, daB der in (1) beschriebene
Nutzenverlaufl dem Axiom der Nichtsiittigung und dem archimedischen
Axiom widerspricht.

l ; —
i I__,_———"_ f_d__.d-'—'-_
U () b BT
ziiffrﬂh_
0
l:min i"j !'Irlm;l.

Abbildung 13

Der Widerspruch liegt aber im Grunde auch nur in mathematischen
Feinheiten und hat keine wirkliche Bedeutung. Betrachten wir dazu einmal
die in Abb. 13 als Graph der Funktion U (.) gedachten Kurven a und b, von
denen jeweils die linken Teilstiicke fiir r< ¢ und die rechten fir ¢ =1
zustiindig seien. Wegen

O U (1) ] 28 By < 0 4

. (LTI
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und der iiberall strikt positiven Steigung sind diese Kurven mit den genann-
ten Axiomen vereinbar®. Das zugehorige Priiferenzfunktional schreiben wir

als?

(3) R(V) =E[U (V)]
=Wiv<i) E[UWV)]| ci+ W=D E[U(W)]]uzs .

Verschieben wir nun durch eine geeignete Transformation von U(v) die
~dinnen” Kurven gegen die ,dicken”, dann geht E[U(W]|s <50, weil
Ulv)=0 fir v<o, und es geht E[U (V)]|,=;—1, weil U(v)—1 fir v=4.
Die Folge davon ist

(4) R(V)=W(=0).

Es liBt sich also die lexikographische Zielsetzung der Maximierung der
Uberlebenswahrscheinlichkeit durch einen Indexverlaul. der dem archime-
dischen Axiom und dem Axiom der Nichtsiittigung geniigt, beliebig genau
Approximieren.

Diese Uberlegungen fiihren uns zu einem weiteren Kunststiick. das der
Erwartungsnutzenansatz beherrscht. Kann man durch eine geeignet gewihl-
te Nutzenindexfunktion auch die lexikographische Zielsetzung einer Maxi-
micrung der Uberlebenswahrscheinlichkeit abbilden, so stellt sich immer
noch die Frage, wie zwischen zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit
pleicher Uberlebenswahrscheinlichkeit diskriminiert werden soll. Beim lexi-
kographischen Ansatz wird diese Frage an Hand eines rangniedrigeren Ziels
entschieden. Beschrinken wir uns auf pekunitire Ziele, so konnte dieses
rangniedrigere Ziel z.B. in der Maximierung des Erwartungsnutzens bei
vorgegebener stetiger Nutzenfunktion U () bestehen. Auf den ersten Blick
scheint der Erwarlungsnutzenansatz, wic wir ihn bislang kennengelernt
haben, mit einer solchen zweidimensionalen Zielsetzung nicht fertig zu
werden, denn auf der Suche nach einem geeigneten Verlaufl der Nutzenfunk-
tion U (v} verfillt man zuniichst entweder auf U (¢)= U (). dann wird nur
das rangniedrigere Ziel erfabt. oder auf

U (o) = U* [[,‘J}E{I. U f{b}-

0, =7
womil gemald (1) nur dem privalenten Ziel Rechnung getragen wird.
" Man beachie P 338,90

VRN, heilde Der Frwartungswert von X unter der Bedinpung, daB das Ereignis
e eten s
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Es gibt aber auch die Moglichkeit

AU (v), v<E -
= ) =1,
(5) Uw) {I—ﬁ_[l —ﬂfi‘]], I*Eﬁ} r D<i=l

Wir behaupten, dal} sich mit Hilfe dieser Funktion bei A—0 die zweidimen-
sionale Ordnung mit dem prévalenten Ziel max W (v =7) und dem nachge-
lagerten Ziel max E[U (V)] beliebig genau approximieren liBt. T (v) liege
dabei in normierter Form vor, so dal O(v,,)=0 und U(v,)=1. oder
werde durch eine geeignete Lineartransformation in diese Form gebracht.

Was das privalente Zicl betrifft, wurde diese Behauptung mit (4) bereits
belegt, denn U (v) entsteht aus U (v), indem man, bildlich gesprochen, die
Nutzenkurve U (v) an der Stelle v=7 ,auseinanderschneidet* und dann mit
+=0 den linken Teil gegen die Abszisse schiebt und den rechten gegen eine
Parallele zur Abszisse im Abstand 1. Die Gestalt von (v) ist dabei
unwichtig fir das Ergebnis.

Gesetzt den Fall, das priivalente Ziel gestatte es nicht, zwischen den zwei
Verteilungen V' und V" zu diskriminieren. Dann miiBte die zweitrangige
Zielsetzung zum Zuge kommen. Die Funktion U (v) milite also die Funk-
tion U(p) in der Weise vertreten kénnen, daB unter der Voraussetzung
W' zo)=W (" =0) die Bezichung

(6) E[U(W{ZIE[UWV)] = E[C(W)]{Z}E[T (V]

entweder fiir beliebige 4 exakt oder aber mindestens fiir 4—0 approximativ
ailt. Ersteres ist der Fall. Das ergibt sich aus der folgenden Kette identischer
Umformungen:

(7) E[U(W){Z}E[U()]

<  WE'<d) E[UWV)]|¢v<et+WW'20) E[UV)]|v=s
1S W"<8) E[U(V)] | w<s+W("=8) E[U (V]

= WE<d) E[A00)]|v<i+Wwzd) E[1-2[1=0()]]|v=s
{1 ZIWW' <) E[AUWV)]| <o+ W@"Z8) E[1—2[1 =T (V]| =i

0" =i

= WE<)E[OW)]|v<i+WE'20) E[T(V)]]v=5
{ZIW"<d) ELOV)]| e+ Wio"=6) E[U (V)]

" =

=  E[UW)]{Z} E[T()]

Damit ist gezeigt worden, dald die Funktion (5) geeignet ist, dic beschriebene
zweidimensionale Ziclsetzung belichig genau 2u approximicren®.

4 i,
Man konnte die Ziclseteung auch ooch vecallpememern, mdem man dic Maxi



D Vergleich der Priferenzfunkitionale 099

Es ist wichtig, sich klar zu machen, dab fir A—0 das privalente und das
nachgelagerte Ziel gleichzeitig beriicksichtigt werden. Fiir beliebige A=0,
also wihrcnd dcs gesamicn Grenziibergangs A—0, licfert dic ,durchge-
schnittene™ Nutzenkurve U(v) beim Vergleich der Verteilungen V' und ¥
die gleiche Bewertung wie U (v), wenn nur die Uberlebenswahrscheinlich-
keiten fiir beide Verteilungen gleich sind. Fiir 1—0 hat U(v) indes zusiitz-
lich die Figenschaft, im Falle unterschiedlicher Uberlebenswahrscheinlich-
keiten die Verteilung mit der hdheren Uberlebenswahrscheinlichkeit besser
zu bewerten, wie auch immer [J (v) gestaltet ist.

Vom normativen Standpunkt ist die lexikographische Kritik des archime-
dischen Axioms die einzige, die bis heute in der iskussion des von
Neumann-Morgenstern-Indexes iiberlebt hat. Mit den vorangehenden
Uberlegungen zu seiner Approximationsfihigkeit ist auch diese Kritik
weitgehend entkriiftet. Wir sollten daher das Erwartungsnutzenkriterium als
Gebot rationalen Handelns akzeptieren.

Damit kénnten wir das Kapitel I eigentlich schon beschlicBen und mit
dem Erwartungsnutzenkriterium weiterarbeiten. Leider gibt es aber noch
einen Aspekt, der bislang unberticksichtigt blieb: die Operationalitdt der
Priferenzfunktionale in der theoretischen Analyse. Hier steht das Erwar-
tungsnutzenkriterium so ziemlich an letzter Stelle. Gerade seine grobe
Flexibilitit macht die Handhabung schwierig.

Daher ist es naheliegend, die Frage nach der Kompatibilitdt zwischen
dem Erwartungsnutzenkriterium und den zweiparametrisch-substitutio-
nalen Kriterien zu stellen. Vielleicht besteht doch irgendwo eine solche
Kongruenz, dall wir bei Bedarfl auf e¢in einfacheres Entscheidungskriterium
zuriickgreifen kénnen.

2. Der Erwartungsnutzen und die zweiparametrisch-substitutionalen
Kriterien: Auf der Suche nach einer operationalen Alternative

2.1. Gemeinsam darstellbare Préferenzstrukturen

In diesem Abschnitt wird versucht, eine rigorose Frage zu beantworten”;
Ciibt es Priiferenzstrukturen, die sich sowohl mit Hilfe einer geeignet gewiihl-
ten Nutzenindexfunktion als auch durch ein passend gewiihltes Priiferenz-

micrung eines gewogenen Miltels der bedingten Erwartungsnutzen zum zweitrangi-
pen Ziel erkling:
max [ak [U(V)]|, oo+ (1 =) E[U(V)]],25] -

s soll hier aber meht in Angnll genommen werden.
Ve diven auch Soreewrass (196070, 5.89 117, Kapitel 1) und MarkowrTz
(19D, 5, 28T 294
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funktional gemil den jeweils zum Vergleich herangezogenen anderen Krite-
rien exakt darstellen lassen? Kurz: Welches ist die gemeinsame Schnittmen-
ge an Priiferenzstrukturen?

Véllig aussichtslos ist die Suche bei den Kriterien von Lange und Shackle,
denn sie verschenken ja einen Teil der in e¢iner Wahrscheinlichkeitsverteilung
enthaltenen Informationen. So brauchen wir uns von vorneherein nur mit
den iibrigen Kriterien zu befassen®.

2.1.1. Das Domar-Musgrave-Kriterium
R(V)=U[E(Y), = [%,yf(y+a)dy]
Das Domar-Musgrave-Kriterium, das als
R(V)=U(K,,K,) mit K,=W(y=0) EX)—W(y<0) E(Y)
und K,=W(y<0) E(Y)

geschrieben werden kann, impliziert, wie es von RICHTER (1959-1960), S. 155-
| 57) gezeigt wurde, eine Nutzenindexkurve, die aus linearen Stiicken zusam-
mengesetzt ist:

¥, v>a
Ulv) L’{t‘}={ -
—fY, 1 <a
D<a<f
0 a v
y 0 v

Abbildung 14

[Die Ursache liegt darin, daB die Streuungen der Verluste und Gewinne um

ithre konstanten Mittelwerte E{if’j und E{i’} den Wert des Priiferenzfunk-
tionals nicht beeinflussen diirfen, was nur bei linearen Indexverliulen
moghich ist. Das Priiferenzfunktional kann somit zu

(8) R(V)=E[U(V\]=W(y=0) 2E(Y)— W(y<0) BE(Y)
=K, —(f—a)K,

® SCHNFEWEISS (1967a, 5. 103-111) zeigt, dald Pritlerenzstrukturen, i die ordimile
Parameter definitiv eingehen, nicht mit R(V)y - EJU(EY] kompatbel sind,
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vercinfacht werden. Als erste Approximation ist der Indexverlaul der
Abb. 14 nicht unplausibel. Immerhin sorgt die K onkavitit fiir Risikofurcht.
Ugnschon ist nur die in Abb. 15 dargestellte Implikation linearer Indifferenz-
kurven im K -K,-Diagramm:

K §—
ot LE=cnnst.

(9) T

Insbesondere fiir das Problem der Steuerwirkungsanalyse, fiir das Domar
und Musgrave ihr Préferenzfunktional konstruierten, ist das fatal: Die von
ihnen behaupteten Substitutionseffekte unter dem Einflull von Steuern
treten dann namlich nicht mehr auf.

K,=E(Y) /

K,=W(y<0)E(Y)
Abbildung 15

2 1.2. Das Kriterium von Krelle und Schneider
R(V)=U(y* y*)

Das Krelle-Schneider-Kriterium ist so allgemein, dap es alle nur denkba-
ren Priiferenzstrukturen umfaBt: Es ist ja der Entscheidun gstriiger selbst, der
die iiquivalenten Gewinne und Verluste konstruiert. Bei der Operationalitat
hat es gegeniiber dem Erwartungsnutzenkriterium in seiner allgemeinen
Fassung freilich keine Vorteile.

Doch immerhin gelingt es ja Schneider, sein K riterium durch eine Hilfs-
annahme fiir die Steuerwirkungsanalyse brauchbar zu machen. Diese Hilfs-
annahme ist. dall cine Einkommensteuer ohne Verlustausgleich mit dem
Satz 1 die diquivalenten Nettogewinne auf das (1 —t)-fache der dquivalenten
Bruttogewinne reduziert. Vollig Analoges wird ilibrigens bel der Reaktion
der Giquivalenten Verluste aul eine Subvention mit dem Satz z unterstellt.
Wir wollen priifen, ob es Nulzenfunktionen pibt, die mit dieser operationali-
orten Version des Kriteriums im Einklang sichen.
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Zu diesem Zweck bezeichnen wir den Funktionsverlaul tiber der Gewinn-

0 -
achse mit U () und iiber der Verlustachse mit Uly) sodaB also mit y als
dem Periodeneinkommen gilt:

(10) aiﬁlEU[}'} und y=y, wenn y=0,
und
[}‘:.{-'}E—U[P} und y=—y, wenn y=<0.

Dabei unterstellen wir, daBl U(y) bei y=0 keinen Sprung aufweist, so daf3

EI(G}:U{D]. Wiire dies nicht der Fall, ergiibe ja auch die von Krelle und
Schneider benutzte ,,Nullchance™ keinen Sinn. Da die Nutzenfunktion nur
bis auf eine Lineartransformation bestimmt zu sein braucht. diirfen wir
schlieBlich auch willkiirlich

(11) U(0)=U(0)=U(0)=0
setzen.

Nun verfolgen wir die Schneidersche Transformationsprozedur. Fur die
zu bewertende Ausgangsverteilung gilt nach der Erwartungsnutzenregel

(12) U(y*, y*)=W(y=0) E[U(Y)]-W(»<0) E[U(Y)].
Falls Wi{v=0)>w, wird mit der Errichtung einer Nullchance hieraus’

(13) U (¥ 5%)=w U (5%)+[W(y=0)— ] U (0)
—W(y<0) E[U(Y)]

und, nachdem die UberschuBwahrscheinlichkeit dem Verlust zugewiesen
wurde,

o - + 4o - =
(14) U(y* y*)=w U(y*)—w U(y*).
Falls hingegen W (y<0)>w, so haben wir zunichst

(15) U (% 3 =W(y=0) E[U(Y)]+[W(y<0)—w] U (0)
—w U (3%

" Der erste Schritt der Prozedur, niimlich diec Gewinne und Verlustverteilungen
durch ihre Sicherheitsiquivalente zu heschreiben, st in dicsem Zusammenhang
, A = - a. = [} -
uninteressant. Fir die Delinition von o*, % w und w siehe S 61
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und danach auch wieder (14). Unter Beriicksichtigung von (11) folgt nun
wahlweise durch Gleichsetzung von (14) und (15) oder von (12) und (13)

(16) W U(F*)=W(y=0) Elf’if’l]

und somit die Bestimmungsgleichung fiir die diquivalenten Gewinne:

(17) }*:ff—’{% W (y=0) E[ﬂtf’)]}.

W

Analog wird aus (13) und (14) oder aus (12) und (15)

(18) yr=U"1 {1 W (y<0) H[Euif}]},

W

Schneider behauptet nun, da

(19) tl—r1§*=ff‘1{—llwwzﬁi E[ﬂ'(ll-nf’]]}=

W

{l—z]]}*=U“{l— Wi(y<0) E[{:f{{l-—z] Y}]} ;

W

Die einzigen Formen, die die Nutzenfunktionen Uly) bzw. U(y) dann
noch annehmen kidnnen, sind nach einem Theorem von AcCzZEL (1966,
§.151-153)® (unter Beachtung der Monotonic von U(v) und wegen

U (0)=U (0)=0):

+|.

(20) Ud)=a 3 a0, 7>0;

(21) U(y)=F4y* f=>0,6>0.
Mit Hilfe dieser Funktionen kann die Gleichung (14) als

+ - + . s —
(22) U(y*, y¥)=wa y* —wf y*

speziliziert werden, woraus fiir E [U(V)]=ec=const. sogar dic Funktions-

(orm der Indifferenzkurven im y*- y*-Diagramm explizit errechnet wer-
den kanne

i ¢
(23) y*=fatb y*", a=5—. b

L

W Wa

ﬂ-‘_ﬁ
— T

" Vel Kapaitel 1HEA 2
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Als Beispiel wurde in der Abb. 16 das Indifferenzkurvensystem fiir §>y=1

eingezeichnet.

Abbildung 16

|

\

Es hat die fiir Schneiders Steuerwirkungsanalyse unerliaBliche und durchaus
plausible Eigenschaft konvexer Kurvenverliufe.

Um eine allgemeinere Information zur Frage der Konvexitiit zu erhalten,
errechnet man besser die Kriimmung der Indifferenzkurven. Wir beziechen
uns dabei unmittelbar auf (22)°:

(24) d*p*  =UIU 20, U, U, —UA U
= &

dy*? | uigs, i%)

—(way ¥ T2 [—wBS (6 — 1)+ = (—whSy** 1) [y (3 — 1) J*7- 21
[;’:'m?;’?_ 13 = :

[2a uns nur das Vorzeichen dieses Ausdruckes interessiert, kommen wir zu
einigen Vereinfachungen und erhalten die Beziehung

d*y* . + S xr _ B A
(25) s {Z) 0oy (@— 1)y —whd(y—1) y** (£} 0,
dy*? |y 7

deren Implikationen die lolgende Tabelle zusammenfafit;

o Vel Fno4, 5. 54
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Die Kriimmung der Indifferenzkurven

5 / <1 =1 >
<] (1} =0 =) =0
=1 (2) =0 =0 <0
=1 (3) =0 (4) =0 (5 =0

Zulissig sind bei der Forderung konvexer Indifferenzkurven nur die Para-
meterkonstellationen (1) bis (5), wobei die Fiille (1) und (5) auch nur bedingt
verwendbar sind, da sie einen teilweise konvexen und teilweise konkaven
Kurvenverlauf im y*- y*-Diagramm mit sich bringen.

Die Implikationen der zuliissigen Parameterkonstellationen fiir die Ver-
mogensnutzenfunktion U (V) werden in den folgenden fiinf Abbildungen
veranschaulichi:

i) Lin) U (o) L (v) U (x)
(1) (2) (3) (4) | (L )

—

7 T /u v ] 7: v / u Iz
el

[ /

Abbildung 17

I's ist bemerkenswert, dal} die Nichtlinearitit des Kurvenastes im Bereich
v=>u oder v<a (bzw. y=0 oder y<0) bei v—a (bzw. y—0) entweder zu
ciner unendlich groBen Steigung der Nutzenkurve oder zu einer Steigung
von 0 fiihrt. Dicse Eigenart produziert einige unplausible Knicke und sorgt
dafiir, dald es fiir alle zulissigen Kurvenverlidufe konvexe Bereiche gibt, die
Risikovorliebe implizieren, Der fiir manchen plausibelste Verlaul ist der
liinfte; cr entspricht in etwa dem einer von MArRKow1TZ (1952b) vorgeschla-
penen Kurve, die lir miiBig positive Vermdgensidnderungen konvex ist, um
tie Vorliche von Gliicksspielen zu erkliiren, und fiir negative Vermogenséin-
derunpen konkav, um der Versicherungsnachlrage Rechnung zu tragen.
Cianz abgesehen davon, dald wir die Begriindung fiir Gliicksspiele nicht
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akzeptieren konnen'". ist die oben gezeichnete Kurve (5) aber auch deshalb
mcht akzeptabel, weil sic bei v=a ecine Steigung von Null hat, was dem
Axiom der Nichtsattigung widerspricht.

2.1.3. Das p-g-Kriterium
R(V)=U[E(V). a(V]]

Das p-a-Kriterium LiBt sich, wie es RicHTER (1959-1960, S. 153) gezeigt
hat'', mit dem Erwartungsnutzenkriterium in Ubereinstimmung bringen,
wenn die Nutzenindexfunktion durch ein Polynom zweiten Grades,

(26) Uw)=v—u 1>

beschrieben wird'?. Man hat dann niimlich nach Anwendung des Erwar-
tungsoperators

(27) E[U(V)]=E(V)—a E(V?),
Daraus folgt'* wegen'* a? (V)=E (V) — EX (V)
(28) E[U(V)]=E(V)—a E*(V)—a a2 (V).

Abb. 18 zeigt die zugehorige Nutzenindexkurve, die unplausiblerweise bei
v=1/(20) ein Maximum aufweist'®, und die nicht minder unplausiblen
kreisformigen Indifferenzkurven im p-¢-Diagramm.

10 ygl, S. IR,

"' Vel auch Boren (1962, 1968b und 1969).

'* Diese einfache Form kann durch Lineartransformation z B. aus

U=, +op+ap” oder U(v)=(v—a,)—a,(0—n,)
entstanden sein.

'Y Ein Beweis dafiir, daB dieses Priiferenzfunktional tatsichlich das einzige ist, das
sich mit dem p-o-Kriterium in [UUbereinstimmung bringen liBt, geben MARKOWITZ
(1970, 5. 286() und ScHNEEWEISS (19674, 5. 113-117). Borcu (1968 b) zeigt gar, dafl das
fragliche Priferenzfunktional das einzige ist, das mit dem Unabhiingigkeitsaxiom
kompatibel ist.

" e (V=E{[Vv—EW)]*}

=E[V* -2V E(V)+E* (V)]
=E(V)=2E(V) E(V)+E*(V)
=E(VH)—E*(V)

'" Aus diesem Grund gelingt es Scunppwriss (1968a), die Unvertrighehkeit swi-
schen dem ji-o- und dem Dominanzprinzp aulzuzeimen (Man sapt, dadd die Vertelung
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Zur Gestalt der Indifferenzkurven kommt man dabei, indem (28) durch =

dividiert und mit —1 multipliziert und aufl beiden Gleichungsseiten der
Summand [1/(2a)]* hinzugefiigt wird:

1
(29) (i) —M=J1{H+{EZ(W—ZE{V}2—L+(i)I}

2a 2
2 I :
=a IV]-I-[E—E'[V}]

Da die linke Seite dieses Ausdrucks auf einer Indifferenzkurve konstant ist,
folgt nach dem Satz des Pythagoras, dal die Indifferenzkurven Kreise um
einen Punkt mit den Koordinaten (¢=0, E(V)=1/(2a)) beschreiben'®.

r

E (V)

A—I—E[
=1 3 =il
i B=o(V
4 =g (V)

o f

U ) 0 i§_< o (V)

Abbildung 18

Dieses skurrile Abbild einer Priiferenzstruktur kann zunichst gar nichts
anderes als eine Abschreckung vor dem p-o-Kriterium bewirken, denn einen
negativen Grenznutzen des Vermogens gibt es ganz bestimmt nicht, da man
i diesem Fall beobachten mulite, dall die Menschen ihr Geld fortwerfen.
Dennoch liBt sich die Verwendung dieses Kriteriums rechtfertigen, wenn die
su bewertenden Verteilungen so geartet sind, dall keine oder sehr wenig

der Zulallsvariablen ¥, mit der Dichtefunktion f, (,) jene von V; mit der Dichtefunk-
tiom 4 () domintert, wenn

i P

| oy eyde= | v fal) do Vor, —oo<v*< +m,

und ber nundestens cinem ¢* das Zeichen =" allein gilt)
e Krestorm wurde woll zoerst von Hhieks (1965, S, 115) erkannt.
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Dichte aul den Bereich jenseits des Maximums entfillt. In diesem Fall hat
man es auch nur mit dem ,,plausiblen” Bereich der Indifferenzkurven,
dE (V) d2E (V) A
da (V) E{L-‘I}[} o de? (V) | By~
Leider weisen die Indifferenzkurven aber auch hier eine sehr befremdliche
Eigenschaft aul, die in der Abb. 19 veranschaulicht wird: Steht eine gegebene
Einkommensverteilung Y zur Bewertung an und erhéht sich das Vermiigen
des Entscheidungstrigers a, dann steigt der subjektive Risikopreis n(a+ Y)
mit wachsendem Vermogen an'’. (Um dies zu schen, muBl man in der
Abb. 19 bet a(V)=a(Y)=const. aul cincr senkrechten Linie nach oben
gehen.) Anders gesagt, steigt die Intensitiit der Versicherungsnachfrage

0, =zu tun

g{aq—f}=E{C];Tg;?_G (mil F=a{q—1}—C)

fir ein gegebenes Risiko (C), wenn man reicher wird. Alle Erfahrung spricht
aber fiir das Gegentelil.

E(¥)]

wla' + Y)=ml@a"+ ¥Y)=nla"+ Y)

mla +¥) a > & = 7
ala"+Y)
nla"+Y)
0 a(V)
Abbildung 19
' Hieks (1962, S.802) bemerkt dazu lapidar ™ That, | submil, is nonsense.”™ Siehe
duch Arrow (1965, 5. 350), der von emer “absurdity of the quadiatic assamption’

spricht
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2.1.4. Das Mittelwert-Semivarianz-K riterium
R(VM=U[EW), [, (0—v*)?f(v) dv]

Mit einem Priiferenzfunktional, das aul dem Erwartungswert und der
Semivarianz basiert, 1At sich ein Teil der Absonderlichkeiten des p-o-
Kriteriums beseitigen.

Fiir die zugehorige Nutzenfunktion folgt aus der Tatsache, dall Werte von
v>v* keinen Eingang in das Risikomal finden, dal} sie fiir solche Werte
linear sein muf}, wihrend die Nutzenfunktion [iir v <v¥* natiirlich konkav
sein mufl, um Risikofurcht darstellen zu kénnen. Bildet man nun probehal-
ber fiir

(30) U(v)=v—o[min(v—*, 0)]*

die mathematische Erwartung, dann findet man tatsiichlich mit

(31) E[UM]=E(V)—a | (v—u*) [ (2) dv
=E(V)—aol(V)

ein geeignetes Priiferenzfunktional in Termini des erwarteten Vermogens
und der Semivarianz'®. Die Abb. 20 faBt die zugehdrige Nutzenfunktion {30)
(U(r) wurde so verschoben, daB U (0)=0) und die mit (31) festgelegten
Indifferenzkurven zusammen!”,

v,
E(V)

oo g tan ﬁ:,]

U 0

Abbildung 20

M ArKOw I (1970, S, 290).

"t Analogie sum pea=Kriterium kdnnte man statt o (V) auch a4 (V) verwen-
den Tocdhesem Fall erluelie man eine Schar durch senkrechte Yerschicbung inemander
uherhihrbarer konveser Indifferenzkurven.
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Dieses Bild einer Priiferenzsirukiur sieht schon sehr viel realistischer aus.
Durch das lineare Teilstiick der Nutzenkurve wird die Absurditit des
fallenden Grenznutzens vermieden. Auch die Frage nach der Vermogensah-
hdangigkeit des subjektiven Risikopreises wird zufriedenstellend beantwor-
tet: Mit wachsendem Vermdgen a. jedoch gegebener Einkommensverteilung
Y nimmt natiirlich die Semivarianz

(32} ar(V)= [ (e—u*P [(v) dv
= | (v+a—v*) f(a+)y)dy

und mil ihr der subjektive Risikopreis = (V)=aa+ (V) solange ab, wie es fiir
die Unterschreitung von v* noch eine positive Wahrscheinlichkeit gibt.
Unplausibel 1st nur, daly dann, wenn die gesamte Verteilung oberhalb v*
liegt, die Risikofurcht giinzlich verschwinden soll. Aber das ist ein vergleichs-
weise geringer Defekt, da sich v* ja so wihlen i, dall die zu bewertenden
Verteilungen nicht simtlich dariiber liegen.

Neben der gerade diskutierten Version der Semivarianz hatte Markowitz
auch den Fall ¢* =E(V) im Auge. Fiir ihn laBt sich keine Nutzenfunktion
finden, da die Grenze v* zwischen threm linearen und ithrem konvexen
Bereich von Verteilung zu Verteilung variieren miilite.

2.1.5. Ergebnis

Zicht man nun das Resumee, dann ist dem Domar- Musgrave-, dem Krelle-
Schnetder-, dem p-o- und dem Mitielwert-Semivarianz-Kriterium zu beschei-
nigen, dab sich Priferenzstrukturen finden lassen, die véllig identisch auch
mit Hilfe einer Risikonutzenfunktion dargestellt werden kdnnen, ohne dal3
eine Einschriinkung der Klasse der zu bewertenden Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen ndotig wiire. Diese Aussage gilt sogar fiir die operationalisierte
Version des Krelle-Schneider-Kriteriums, bei der davon ausgegangen wird,
daB proportionale Anderungen der Gewinn- und Verlustverteilungen zu
gleich groflen porportionalen Anderungen der fdquivalenten Gewinne und
Verluste fiihren.

Die sich ergebenden Priferenzstrukturen sind indes mitunter nicht sehr
plausibel. Besonders hervorzuheben ist folgendes: Wegen linearer Indille-
renzkurven it sich beim Domar-Musgrave-Kriterium die Steuerwirkungs-
analyse, zu deren Zweck es geschalfen wurde, nicht mehr sinnvoll durchliih-
ren. Die aus dem gleichen Grunde geschallene operationalisierte Version des
K relle-Schneider-Kriteriums schneidet da besser ab, weill konvexe Indiffe-
renzkurvenverliule zulissig sind; unplausibel sind aber die sugehirigen
Nutzenkurven. Sie haben im relevanten Bercieh simtheh Risikovorliche
anzepende, konvexe Stilcke, Das jea-Keiterinm impliziert einen teilweise
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negativen Vermdgensgrenznutzen und durchweg eine mit wachsendem Ver-
magen zunchmende Risikofurcht: das eine wie das andere ist absurd.
Giinstig schneidet das Mittelwert-Semivarianz-Kriterium ab, doch daBl mit
wachsendem Vermogen die Risikofurcht schlieBlich vollig verschwindet,
steht auch nicht im Einklang mit der Wirklichkeit.

Im ganzen gesehen zeigt sich eine inverse Beziehung zwischen der Opera-
tionalitidt der Kriterien und der Plausibilitit der Priferenzstrukturen, die sie
mit dem Erwartungsnutzenkriterium gemein haben, damit also ein Dilemma
bei unserer Suche nach einer operationalen Alternative zu letzterem. So
bringl «. B. das noch relativ realistisch anmutende Mittelwert-Semivarianz-
Kriterium keinen erkennbaren Vorzug gegeniiber dem Erwartungsnutzen-
kriterium: Damit man es benutzen kann, mufl, wie dort unerliBlich, die
gesamte Gestall der zu bewertenden Verteilungen bekannt sein. Gliicklicher-
welse gibt es aus dem Dilemma aber einen Ausweg, der wider Erwarten das
zundchst so unplausibel erscheinende p--Kriterium zu unserem Favoriten
macht.

Van der Operationalitiit her ist dieses Kriterium ja wegen der leichten
mathematischen Handhabbarkeit seiner Parameter Hullerst giinstig zu beur-
teilen. Als ganz typisches Beispiel sei die Berechnung von g und ¢ fiir eine
Summenvariable zu nennen, die aus den entsprechenden Parametern der
Summanden aufl simple Weise vorgenommen werden kann, ohne dall man
sich komplizierter, moglicherweise numerischer Verfahren zur Ermittlung
der Gestalt der Summenverteilung bedienen miifite.

Der Ausweg aus dem Dilemma besteht darin, daBB man darauf verzichtet,
vollig unplausible Nutzenfunktionen exakt im p-g-Diagramm abzubilden,
und sich statt dessen bemiiht, realistische, vielleicht durch Befragung ermit-
telte, Nutzenfunktionen zu approximieren. Damit beschiiftigen sich die
beiden folgenden Unterabschnitte 2.2 und 2.3. Sie spezilizieren beide die
oben bereits aus allgemeiner Sicht angedeuteten Méglichkeiten einer Dar-
stellung beliebiger Priferenzstrukturen im p-g-Diagramm fiir den konkre-
len Fall der Abbildung einer vorgegebenen Nutzenindexkurve.

2.2, Die guadratische Punktapproximation

2.2.1. Die asymptotische Effizienz der Varianz

Wenn schon die wahre Nutzenfunktion nicht quadratisch ist, so kann
man doch versuchen, sie durch eine quadratische Funktion (Parabel) zu
approximieren. Hierfiir gibt es zwei Wege. Der erste entspricht dem Vorge-
hen i vonigen Abschoitl, denn er besteht darin, die wahre Nutzenkurve im
Bereich der zu bewertenden Wahrscheinlichkeitsverteilungen global durch
cine quadeatische zu ersetzen, also ber der Funktion

LUK = E(V) -2k (V) —aa® (V)
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den Parameter o passend zu withlen®”. Der zweite Weg einer Approximation
1st dadurch gekennzeichnet, dal} fiir alle zu bewertenden Wahrscheinlich-
keitsvertellungen die Nutzenkurve jeweils an der Stelle des erwarteten
Vermdgens durch eine Parabel ersetzt wird. Wir wollen daher von einer
wPunktapproximation™ sprechen. Die Abb. 14 zeigt die Unterschiede beider
Methoden an Hand der (leichter zu zeichnenden) Grenznutzenkurven auf,
die, wie eine Diflerentiation von (26) zeigt, linear sind*', Auf diesen zweiten,
von Farrar (1962, 8. 20[) eingeschlagenen, aber noch nicht bis zur theoreti-
schen Fundierung verfolgten Weg wollen wir uns jetzt begeben??.

S iv)
')
A
U (e)
. -
Punkt—
approximation
0 4 4
&fex v
e
vf;ﬂ};-brﬂ*f

Abbildung 14

* Die Niitzlichkeit der Globalapproximation [ur kleine Streuungen wird von
SAMUELSON (1970) aufgezeigt. (Im Ansatz legt er seine Argumentation bereits in cinem
anderen Beitrag (1967, 8.9, Punkt 2) dar.) Samuelsons Approximationsmethode
besteht, bildlich gesprochen, darin, dafl die Steigung der zur Approximation verwen-
deten Grenznutzenkurve an der Stelle v=a (Anfangsvermbgen) der Steigung der
wahren Grenznutzenkurve angepalit wird.

*! Da die Nutzenfunktion bis auf eine Lineartransformation bestimmi ist, Kon
stanten bei der Differentiation aber verschwinden, ist diec Grenznutzenfunktion bis aul
die Multiphikation mit giner positiven Konstanten bestimmi,

22 Angewendel wurde Farrars Methode auch von PrATT (1964, 8. 125) und Arrow
(1965, 5. 32-35). An Hand von Betspielen machen Markowirtz (1970,5 1200 125) und
Tsiang (19720 5355 362) die Punkiapproximation plavsibel, witheend thr Livy
1974 and Lowste (19760 mit anderen |1|‘|'-.||||'|1'|| cine sohlechie Approstmabonsgile
machzuweisen versuehen Vel aoeh Tseasos (1974 Antwaort aul Levys Kritik,



D Vergleich der Préferenzfunktionale I13

Eine Grundannahme dabei ist, daBl es um g herum einen Bereich gibt, in
dem sich die wahre Nutzenfunktion in eine Taylor-Reihe entwickeln ldBi. Es
mul} also einen Bereich geben, wo die wahre Funktion durch ein Polynom
(von mdéglicherweise unendlicher Ordnung) abgebildet werden kann, mdem
alle Ableitungen der wahren Funktion an der Stelle i mit den Ableitungen
des Polynoms gleichgesetzt werden. st diese Grundannahme nicht erfiillt, so
wird ein erster Approximationsschritt benétigt, der darin besteht, die wahre
Funktion méglichst gut durch ein Polynom abzubilden. Diesen Approxima-
tionsschritt betrachten wir hier nicht néher. Vielmehr geht es darum zu
priifen, wie das Polynom seinerseits approximiert werden kann.

Mit Hilfe des Polynoms LBt sich nun der Nutzen an einer Stelle pu+d
durch die Entwicklung einer Taylor-Reihe an der Stelle u errechnen??:

L T2y 13
(33) Ulprd)=U)+d =B, 2 U U,
1y 2! T
Diese Formel laBt sich fiir die Bewertung einer ganzen Wahrscheinlichkeits-
verteilung verwenden, wenn man unterstellt, daB alle ihre Ausprigungen in

den Giiltigkeitsbereich des Polynoms fallen. Definieren wir
(34) v=u+d bzw. V=u+D,
dann wird nach Anwendung des Erwartungsoperators aus (33):

Ut 12
(35) E[UW]=U+EDY)Y ”” Emz;[__.‘fi}
Lrl.h”_”_i_

3
+ E (D7) 77

Hieraus wiederum folgt, weil nach Konstruktion E(D!)=0,

12} Uu}
Lul+ E(D%) (p)

(36) E[U(V)]= U{m+ﬂlD’l i

.

wobei E(D*)=a" (V).

Der Erwartungsnutzen wird somit als Funktion der Momente u, E(D?),
L(D7), ... der zu bewertenden Verteilung dargestellt. Das ist eine interessan-
te Parallele zu cinem im Anschlull an die Diskussion der zweiparametri-
schen Kriterien gefundenen Ergebnis. Dort hatten wir nimlich festgestellt,
dali man e Priiferenzordnung tiber belicbige Verteilungen in der Regel nur
dann rnichug nachbilden kann, wenn alle Momente in Betracht gezogen

CUM) bescichnet die n-te Ablentung des Polynoms U () an der Stelle v,
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werden. so daB eine exakte Verteilungsbeschreibung moglich ist. Wir sehen
jetzt, wann eine Ausnahme von dieser Regel vorliegt. Das ist dann der Fall,
wenn die wahre Nutzenfunktion tatsichlich ein Polynom endlicher Ord-
nung ist, denn da von cinem Polynom i-ter Ordnung nur dic ersien i-
Ableitungen existicren, wiirden in (36) alle Glieder von hdherer Ordnung als
i verschwinden®*. Freilich berechtigt uns nichts zu der Annahme, dal} dic
Nutzenfunktion der Menschen bereits durch ein Polynom endlicher Ord-
nung exakl beschrieben werden kann.

Die Frage, die uns jetzt interessiert, ist, ob man Ableitungen und Momen-
te von héherer Ordnung als 2 vernachliissigen darl, ob man also das
Polynom durch eine Parabel approximieren darf. Um sie zu beantworten,
betrachten wir die Menge aller moglicherweise vorkommenden Vermogens-
verteilungen mit gleichem Mittelwert, deren Streubereich den durch ein
Polynom abbildbaren Bereich der wahren Nutzenfunktion nicht iiberschrei-
tet. Diese Menge werde vollstiindig in unterschiedliche lineare Verteilungs-
klassen, die je durch die Verteilung einer standardisierten Zufallsvariablen £
gekennzeichnet sind*®, und in Klassen unterschiedlicher Standardabwei-
chungen o (V) aufgeteilt. Mit der Angabe von Z und o (V) ist ein Element
der Menge dann genau beschrieben. Greifen wir zwei belicbige Verteilungen
Vy=p+D, und V,=pu+D, aus dieser Menge heraus, so kann die aus der
Sicht des Entscheidungstrigers bessere an Hand des Vorzeichens der Erwar-
tungsnuizendifferenz

(37) AU=E[U(u+D,)]—E[U(u+D,)]
= z S..
i=3
wobei
U
(38) H'-EL ) [E(D|)— E(D,)],

il

festgestelll werden.

Gesetzt den Fall, ein Entscheidungstrager habe sich entschlossen, nur den
ersten Summanden, d.h. die Varianz, zur Bewertung der Wahrscheinlich-
keitsverteilungen zu Rate zu ziehen, so begeht er jedenfalls dann keinen
Fehler, wenn

[~1=

(39) S, >

5,

=3

 Das wurde von Ricirer (1959/60) festpestellt
Nl S 64
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Leider knnen wir im allgemeinen Fall nicht annchmen, dall diese Unglei-
chung erfillt ist. Es lassen sich aber Aussagen dariiber gewinnen, wann sie
gilt. Zu diesem Zweck greifen wir weitere Verteilungspaare aus der Menge
der moglichen Vermogensverteilungen heraus. Sie sollen sich von dem
zuniichst betrachteten Paar nur durch die absolute Hihe der Standardab-
weichungen unterscheiden, aber den beiden gleichen linearen Klassen ange-
horen. Dariiber hinaus soll die Relation der Standardabweichungen beider
Verteilungen unveriindert bleiben. Nennen wir die Relation der jeweils
neuen Standardabweichung zur entsprechenden alten 4, dann wird wegen

LH]
(40) '3r=—,ﬂ CE[(D, )] —E [(D,4Y]]

die Erwartungsnutzendilferenz fiir die neuen Vertellungen zu

(41) AT = 1 i'S,

i=2

und die Bedingung (39) zu

o il
(42) / 153| > AN,
=3
bzw.
(43) B> ¥ A8,
=3

Da hier offenkundig die rechte Seite der Ungleichung bei 1—0 verschwin-
det, mub} es im Falle ngl =0 ein kritisches Niveau A* fiir die Standardabwei-
chungen der zu vergleichenden Verteilungspaare geben, unterhalb dessen
der Entscheidungstriiger sich bei der Bewertung auf die Varianz allein
verlassen kann. Beschrinkt er sich bereits aufl die Varianz, bevor 4A<i®
geworden ist, dann kann es sein, dall er zum richtigen Ergebnis kommt, es
mul} aber nicht sein. Die Zusammenhinge kann man sich an Hand der
Abhb. 22 noch einmal klar machen.

Bemerkenswert ist. was an dieser Abbildung deutlich wird, dall bei der
Diskriminierung zwischen zwei Vertellungen gerade dann aul die Standard-
abweichungen VerlaB ist, wenn sie klein sind, obwohl doch in diesem Fall
auch die absolute Differenz zwischen ihnen klein ist, so daB man von daher
die Diskriminierung fiir schwieriger halten sollte.

Nun ist 2u bedenken, daB es dem Entscheidungstrager wenig niitzt, wenn
er weild, dald er unterhalb cines 4* zwischen zwel ganz bestimmten linearen
Vertettungsklassen an Hand der Standardabweichungen unterscheiden darf

S N, DtseBeia b gen
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o BbIEs o sdElEs

a(¥y)

it ! A
(Ausgangs-
lage)

Abbildung 22

Sein Problem ist ja, dald er nicht weil}, welche linearen Klassen vorliegen!
Ihm kann aber geholfen werden. Die Prozedur, die wir hier fir den Vergleich
Zweler vorgegebener linearer Verteilungsklassen vorgenommen haben, kann
ndmlich fiir eine Kombination beliebiger anderer linearer Verteilungsklas-
sen mil jedoch gleichem a(V;) und & (V;) in der Ausgangslage wiederholl
werden. Jedesmal ermittelt man ein A* >0, wenn auch nicht immer das
gleiche. So kommt man zu einem Vergleich aller linearen Verteilungsklassen
und es stellt sich heraus, dal es bei einer beliebig vorgegebenen Menge fiir
moglich gehaltener Verteilungsklassen eine absolute Untergrenze /4*%*,
0 <2™*</% gibt, unterhalb derer sich der Entscheidungstriiger aul dic
Standardabweichungen verlassen kann, ohne zu wissen, welchen linearen
Klassen die verglichenen Verteilungen im einzelnen angehoren,

Eine weilere Verallgemeinerung des Ergebnisses erreicht man, wenn
zusitzlich andere Verhiiltnisse o (V) )/g(V;) untersucht werden, die unter-
schiedliche Anspriiche an die Genauigkeit der Bewertung verkirpern. In
jedem Fall reichen aber von Null verschiedene Werte beider Standardabwei-
chungen aus, um zur richtigen Wahl zu kommen, wenn nur a(V;)#a({l5)

So konnen wir schlieBen: Sollen Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit
gleichem Mittelwert allein an Hand ihrer Standardabweichungen verglichen
werden und soll dabei eine gegebene, durch den relativen Abstand der
Standardabweichungen angegebene Genauigkeit beachtet werden, so
kommt man jedenfalls dann zur richtigen Bewertung, wenn die Standardab
weichungen unter einer bestimmien, von Null verschiedenen Obergrense
liegen. Wo sich diese Obergrenze befindet, hiingl davon ab, welche linearen
Vertellungsklassen iiberhaupt fiir moglich gehalten werden.

Eine bislang ungeklirte Frage ist, welche Wahl im Fall gleicher Standand-
abweichungen (5;=0) getroffen werden soll. Dall dann Indilferens besteht,
darl man natirlich nicht annchmen, denn awar haben wir geschen, dald man
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unter bestimmten Bedingungen die Glieder hoherer Ordnung in (41) ver-
nachlissigen darf, doch gleichwohl bleiben diese Glieder existent. Die
Antwort liegt darin, in Analogie zu (42) und (43)

m

(44) 385> X ;.'3,‘
f=i4
und
(45) Il L
i=d

zu verlangen. Mit der gleichen Argumentation wie oben liBt sich dann
niimlich zeigen, dal} auch fiir das dritte Moment ein kritisches Niveau der
Standardabweichungen der zu vergleichenden Verteilungen existiert, unter-
halb dessen alle hoheren Momente vernachlissigt werden diirfen. In dieser
Weise kann man fortfahren, wenn auch die dritten Momente einander
gleichen usw. So zeigt sich, daf} es fiir geniigend kleine Standardabweichun-
gen cine lexikographische Ordnung der Momente gibt und die an Hand einer
unvollstindigen Liste der Momente gefundene Indifferenz in Wahrheit eine
Pseudoindifferenz sein kann, Die Tatsache, dall innerhalb dieser lexikogra-
phischen Ordnung das zweite Moment auf ciner héheren Rangstufe als alle
Momente _hoherer Ordnung® steht, wie man miBlverstindlich zu sagen
pilegt, begriindet die asymptotische Effizienz des p-o-Kriteriums.

2.2.2. Beispiele

Zur Ilustration und fiir den spiiteren Gebrauch sollen jetzt die ITmplika-
tionen der vorangegangenen Uberlegungen zur Punktapproximation fiir die
speziellen Nutzenfunktionen

(46) (A} Higy=—e ™, ot =0,
(b) Ulpr)=Ine,
ey Ulp)=y', P24,

untersucht werden. Zuniichst berechnen wir die i-ten Ableitungen dieser
Funktionen an der Stelle u: sie lauten:

"‘l‘?i {a) U[”{“]: _{_'«I}if—ﬂ”,
=]
(b} UOG=p" [] (=),
k=1
=1
(¢) UMwy=py T] (3 =k
k=1

Mt Fhite dieser Ableitungen priifen wir dann, ob unsere Grundvoraussel-
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zung, dald die betrachieten Funktionen iiberhaupt durch ein Polynom
abgebildet werden kdnnen, erfiillt ist, und berechnen nach der Lagrange-
Formel

I
R== - d' U'”{p +8d), 0=é&<=1.
-
den Wert des Restgliedes

d:'u!n{.“} +ﬂn'-l-] U“+ lI”[]
i! (i+1)!

Wenn unsere Grundvoraussetzung exakt erfiillt sein soll, dann mull R; fir
alle zuliissigen Werte von @ bei i— 0 verschwinden. Man errechnet:

ag) (@) lim R.-=—“I.;',““e—°fm*ﬂd>]=n. whili e,
g (*1}*"( d N 1 _pu+d
b) lim| R = —0, Lt o= a
L [ T e e U ai
r d I s R [ ﬂ+d
c) lim| R;= — Wp+ad) y]] 5 =0, wenn _< <2,
e iLTJ_ : (;t+5‘d)i‘u ] ijn'+Ij‘ 2 i

Wihrend also im Fall (a) die gesamte Funktion in eine Taylor-Reihe
entwickelt werden kann, miissen die Standardabweichungen der zu bewer-
tenden Verteilungen in den Fillen (b) und (¢} von vornherein so klein sein,
dall der Streubereich nicht unter die Hiilfte und iiber das Doppelie des
Mittelwertes hinausragt, wenn die oben genannte Grundvoraussetzung
erfiillt sein soll*®,

* Dalb es LoistL {1976) gelingt, die unzureichende Approximationsgiite einer
Taylor-Expansion von Inp und ye' fiir die Normalverteilung (Streubereich — oo bis
+ o) und die logarithmische Normalverteilung (Streubereich von O bis + =) an
Beispielen zu verdeutlichen, braucht uns nicht zu wundern. Loistls sehr pauschal
formulierte Ablehnung der Taylor-Expansion (S. 909), die nur mit der Untersuchung
der genannten Verteilungen begriindet wurde, ist in dieser Form nicht halthar. Im
iibrigen sind Loistls Ergebnisse selbst [iir diese Vertetlungen zu bezweileln, weil in den
Beispielen die Variationskoeffizienten viel zu grold gewithll wurden. Das liegt daran,
dall die genannten Funktionen nicht aufl das Vermagen, sondern anl das Finkommen
angewendet wurden. Bezoge man die gleichen Finkommensstreuungen anl das Ver
mogen, dann kiimen sicher schr viel bessere Approximationen zustande. 1 sel noch
angemerkl, dalh Lo (5, 9060 mat O (g b d)geb= 2 cinen Bilschen Giiltiekeitsbereich
der Tavlor-Expansion angibt; vl (48),
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Nun verwenden wir die Ableitungen aus (47) zur Spezifizierung fiir S; aus

(38). (42) wird dann je nach zugrundeliegender Nutzenfunktion zu einer der
drei lolgenden Ungleichungen:

(49) (a) |22 5 2

(b)

" (;L)ﬂ 2=

mit x,=E(D,)—E (D).

Bemerkenswert 1st hierber vor allem, dall in (#) und (¢} der Erwartungs-
wert der zu bewertenden Verteilungen auftaucht, wihrend er in (a) eliminiert
werden konnte. Der Erwartungswert hat einen wichtigen Einflull. Unterstel-
len wir, bel gegebenem u sei [ir (b) oder (¢) ein kritisches 4*, also eine
kritische Standardabweichung, unterhalb derer gegebene relative Abwei-
chungen der Standardabweichungen zur Bewertung herangezogen werden
diirfen, festgestellt worden. Dann muld fir verdnderte p die kntische Stan-
dardabweichung im gleichen proportionalen Ausmall verdndert werden,
denn die Ungleichungen (b) und (¢) bleiben unberiihri, solange nur
+/p=rconst. Da diese Aussage fiir den Vergleich von Verteilungen aus allen
moglichen linearen Klassen gilt, folgt auch. dali das Minimum aller erzielba-
ren A%, A*#* in fester Relation zum Erwartungswert steht, solange die Menge
der tiberhaupt nur moglichen linearen Verteilungsklassen sich nicht mit dem
Mittelwert der zu bewertenden Vermogensverteilungen dndert. Hieraus
lolgt, dal man im p-g-Diagramm einen Ursprungsstrahl fiir A=4%* ein-
seichnen konnte, der mit der p-Achse einen Bereich einschlieBt, in dem fiir
cinen gegebenen Genauigkeitsanspruch verldBliche Indifferenzkurven ge-
zeichnet werden konnen,

[iin dhnliches Ergebnis hilt TsianG (1972) bei allen in (46) genannten
Nutzenfunktionen fiir plausibel. Was die Funktion U (v)=—e™ ™ betnlilt,
kivnnen wir thm aber nicht zustimmen, denn Ungleichung (¢) in (49) ist von u
unabhiingig. Ber einer gegebenen, mit p nicht verinderlichen Menge von
moglichen linearen Vertetlungsklassen hat man daher statt emnes Ursprungs-
strahls als Girenze des L verliBBlichen Bereichs™ eine Parallele zur p-Achse
cinzuzcichinen. Tsungs Argument ist denn auch anderer Natur. Er behaup-
et (50 358), dald der pesamte Kurvenverlaul ndtigenfalls vom erwarteten
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Vermogen abhiingig gemacht werden miisse. Bei ithm ist daher beir der
Funktion (a) in (46) der Parameter « eine Funktion des ermittelten Vermo-
gens: o =k/u, k =const. Aul diesen Ansatz soll an dieser Stelle nicht weiter
eingegangen werden. Im Kapitel 11T A 2.1 wird sich erweisen, dall er em
inkonsistentes Verhalten impliziert.

2.2.3. Der Verlauf der Pseudo-Indifferenzkurven im p-g-Diagramm

Damit ist der Boden bereitet, um die Farrar-Methode der punktuellen
quadratischen Approximation der wahren Nutzenindexkurve anzuwenden:
Wegen E(D*)=a*(V) darf (35) fiir kleine Streuungen zu

a2 (V) U ()

(50) E[UM]=Ulma=U+" 7

vereinfacht werden.

Hieraus lassen sich leicht einige Eigenschalften der Psendo-Indifferenz-
kurven im p-g-Diagramm ergriinden. (Von Pseudo-Indifferenzkurven miis-
sen wir hier wegen der lexikographischen Ordnung der Momente sprechen. )
Stellen wir uns fur einen Moment einmal vor, dall U”(u)=const. fiir alle ;.
In diesem Fall stimmt dic Punktapproximation global, denn immer ermittell
man die Nutzenfunktion

U)=v=—0or® mit a= —b ,}“J] ;

Es liegen dann echte Indifferenzkurven vor, die, wie im vorigen Abschnil(
erortert (vgl. Abb. 18), durch Kreise, deren Zentrum aul der v-Achse an der
Stelle 1/(2%) liegt, beschricben werden. Was édndert sich, wenn U" (1)
variabel 1st?

In diesem Fall ist das kreisformige Indifferenzkurvensystem nicht nutzlos.
denn immerhin stimmen die Sicherheitsiquivalente liir Projekle mit eincn
gegebenem p=up*, wenn das Kreiszentrum bei v= — 1/U" (¢*) eingerichiel
wird. Diese Tatsache erkliirt sich daraus, daB (50) den Erwartungsnutzen
E[U (V)] und damit auch das Sicherheitsiquivalent dicses Erwartungsnul
zens U~ Y E[U(V)];} richtig approximiert. Abb. 23 verdeutlicht den Fall fin
ein Projekt (u* &%), das durch ein Kreisbogenstiick mit der v-Achse hzw,
dem Sicherheiisiquivalent S(V) verbunden ist. Dieses Kreisbogenstiick Lillt
bei U 40 nicht mit der wahren Pseudo-Indifferenzkurve zusammen. hal
aber mit ihr die Punkte (S(V),0) und (;* a*) gemein,

Warum eine vollstindipe Kongruenz micht vorliegt, zeiet sieh, wenn man
aus (50) die Steigung der Pseudo-Indifferenzhurven divekt crrechnel
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dU (u, a)
dpt e aU" ()
(1) A_fru;r.nr:_FL l,u.crjﬁ_u,{ ]-;-Hy;‘j"‘ ]'
P H+=5 (1

Bei U™ (u)=0 ist die Steigung fiir alle ¢ bei einem gegebenen p kleiner, bei
L' <0 hingegen grofler als bei den zugehorigen Kreishbogen®’, Fiir die
durch den Punkt (i*, ¢¥) fiihrenden Pseudo-Indifferenzkurven ergeben sich
daher die in der Abb. 23 dargestellten Moglichkeiten. Bemerkenswert ist,
dall diese Modifikationen des Kurvenverlauls die Steigung (selbst bei
U"" <) nicht negativ machen konnen*®, was folgendermalen zu begriinden
1st: Der Nenner von (51) ist sicher positiv, wenn nur o geniigend klein ist.
Sollte er mit vergroBertem Wert von ¢ negativ werden, miillte er zuvor auch
irgendwo den Wert Null annehmen. An dieser Stelle wiiren dann aber die
Indifferenzkurven unterbrochen. so dall die Punkte (p*, ¢*) und (S[VLU}
nicht aul emer Indifferenzkurve hegen kéinnten, was sie in Wahrheit tun. So
haben wir

aj =0, =0, und km ot =
do |U o) a0 da |Uij.ae

(52)

Der Fall ¢—0 st von emiger Bedeutung, besagt er doch, dali die
Indifferenzkurven senkrecht in die v-Achse einmunden miissen?”,

AT U™ > 0(bzw. U™ <0) impliziert auch eine Priilerenz fiir (bzw. Abneigung pegen)
linkssteile Verteilungen (vgl. S.63%), ihr kommt hier aber wegen E(D*) =0 keine
Bedeutung zu. U'(.) trigl nur die Information, wie sich U"(x) und damit das zur
Konstruktion des Sicherheitsiiquivalents verwendete Kreiszentrum — 1/U" () mit g
veriandert. Das wird bet HocHGESAND (1974, S.451) und Ts1aNG (1972, S.356 u. 364),
diec U fortlassen, nicht bedacht. Bei TsianG (1974, Anhang) werden aber die
korngierten Formeln genannl.

** Es wird immer unter der Hypothese der Risikofurcht (U"<0) argumentiert.

*' Diese Eigenschaft der Indifferenzkurven wird mitunter bei zeichnerischen Dar-
stellungen nicht beriicksichtigt. Siehe z B. LuTz (1951, 8. 190f), aber auch Fama und
Muner (1972, 8.220, 222, 223, 282), du/de=10 bei o =0 lolgt aus Gleichung (9) bei
loms (1958, S, 13; die Zeichnungen 4 und 7 sind in dieser, dort allerdings unwichtigen
Hinsicht falsch) und ist der Inhalt des Satzes 7 bei ScHNEEWEISS (1967 a, 8. 128), Tobin
(imphizit) und Schneeweil3 {explizit) miissen sich freilich auf Verteilungen, die derselben
linearen Klasse angehéren, beschriinken. Mit der Begrindung der Punktapproxima-
tion liegt der Nachweis auch fiir beliebige Verteilungen mit begrenziem Streubereich
Vo,

Ine nwichtigkeit der Varianz bei der Bewertung kleiner Wahrscheinlichkeitsver-
tedungen hat iibrigens e den Versuch, die Indexkurve experimentell zu bestimmen,
dic unangenchme Auswirkung, dall man die Versuchsperson iiber Spiele, deren
Gewinnmopghchkeiten den wirklichen Dimensionen okonomischer Entscheidungen
entsprechen, entscherden fassen mull 1a beir den Experimenten von MOSTELLER und
Mo (1950 noe Bageadellgewmme vorkommen, sind die von thnen gelieferten
L epebnesse sicherheh meht sondechieh penan. Vel dizon Samurison (1960, S, 35).
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Diese Eigenschalt erweitert unsere Uberlegungen zur lexikographischen
Ordnung der Momente aul das erste Moment: Bei sehr kleinen Standardab-
weichungen darf man bei der Bewerting von Wahrscheinlhichkeitsverteilun-
gen sogar auf den Erwartungswert allein abstellen, er nimmt also die hochste
Rangstufe ein. Bereits Bernourrr (1738, S.33 (§9)) hat dieses Phinomen
beobachtet und damit begriindet, dall bei sehr kleinen Streuungen die
Nutzenkurve ,als eine unendlich kleine gerade Linie™ betrachtet werden
diirfe*”.

[ ]
M
U™ =0
E o bt
UT(*  2a
" =0
u*
m(V) {SH*’]

C a

Abbildung 23

Man kann den bisher aufgedeckten Eigenschaften der Indifferenzkurven
noch weitere hinzufiigen, wenn man verlangt, daf} die Risikofurcht, gemes-
sen durch die Intensitiit der Versicherungsnachlrage g(ag— C)=[E(C)-
nt{ag—C)]/E(C) mit wachsendem Vermogen nicht zunchmen soll. Interes-
santerweise folgt daraus ndmlich, daBl U"'(.)>0 sein muf}, also nur eimner
der drei in Abb.23 gezeigten Indifferenzkurvenverliufe relevant ist”'. Setzt
man, wie es PRATT (1964) vorschligt,

(53) Ulpg—m (V)] =U ()= L ()ym(V), V=a4—C,

0 vl auch LarLace (1814, 8. XVI).

3 Den Zusammenhang zwischen der Vermogensabhangigken der Risitkolurehi
und dem Vorzeichen von U0 haben Svwiors (190%a, 5 279 and Flaesioemn
(1970, S, 283, Fullnate) aulgezeigl
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begniigt man sich ulso, weil m(V) im Vergleich zum gesamten Streubereich
klein sein diirfic. mit einer linearen Approximation der Nutzenkurve, um
U (u—m) #u errechnen, so erhilt man durch Gleichsetzen von (50) und (53)
die folgende Bestimmungsgleichung fur m:

(54) Up—n(V)]=E[U (W],
: _ ol (4
Ulp)— U (y e (V) = U )+ ——U" ().

Daraus ergibt sich

=¥ U
o (L)

Da bei einer gegebenen Schadensverteilung die VergroBerung des Anfangs-
vermogens wegen ¢ (V)=0"(ag— C)=0"(C)=const. nicht zu einer Streu-
ungsveranderung fihrt, kann ein Ansticg von n(V) verhindert werden,
wenn

df U"(n)
L o ( _l-’_'lj;l) =8
also
U U
U2 )

und somit auch, was zu zeigen war,

U™ (4

0.
U () }

(37) U™ (w)=

Diese Implikation einer mit wachsendem Vermdgen nicht zunehmenden
Risikofurcht ist auch deshalb plausibel, weil sie, wie aus (36) zu entnehmen
ist, eine eindeutige Ablehnung rechtssteiler Verteilungen, die durch
(DY) <0 gekennzeichnet sind. impliziert. Eine solche Priiferenz wurde
unter anderem von MARSCHAK (1938, S.320) und Hicks (1967. 5.119)
behauptet. Auch MarkowiTz (19524, S5.87-91 u, 1952b, S.156) hat diese
Priiferenz beobachtet, doch schrieb er sie Spielern zu, denn Spieler neigen
dazu, ihre Einsiitze zu verringern, wenn ihr Spielkapital zur Neige zu gehen
droht, und zu erhishen. wenn sie hiufig gewonnen haben. Die Gewinnsum-
menvertellung wird dann automatisch linkssteil, Dieses Phiinomen konnten
auch Mostiarer und Nocree (1951, S.389) bei thren Experimenten zur
[Listkoneigung beobachien. Ob hier tatsiichlich nur eine bet Spielern anzu-
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treffende Priiferenz vorliegt, kann bezweifelt werden, wenn man an die
Emrichtung der Hafltungsbeschriinkung am Aktienmarkt oder an die von
Versicherungsunternechmen nachgefragten Stop-loss und  Schadenexce-
denten-Riickversicherungen denkt, alles Anzeichen [ir das Bestreben, die
Wahrscheinlichkeitsverteilungen linkssteil zu machen.

Die Maglichkeit, Indifferenzkurven aus einer quadratischen Punktappro-
ximation der wahren Indexkurve zu erhalten, ist gegen die herkémmliche
Kritik am g-o-Knterium immun. Fiir kleine Streuungen kann dieses Krite-
rium daher getrost mit dem Erwartungsnutzenkriterium gleichgesetzt wer-
den. Es 1st so flexibel, dall sich alle individuellen Besonderheilen der
Priiferenzstruktur des Entscheidungssubjektes darstellen lassen, ohne daf
man dabei eine speziellere Verteilungsannahme als die benotigt, dal alle fiir
moglich gehaltenen linearen Verteilungsklassen in v beschriinkt sind.

Fiir grofle Streuungen lidlit die Approximationsgiite freilich sehr bald
nach, so dall dann die auf der Basis der Punktapproximation ermittelten
Indifferenzkurven allenfalls in grober Ndherung zur optimalen Projektwahl
[lihren.

2.3, Das Indifferenzkurvensystem im p-a-Diagramm fir lineare
Verteilungsklassen

Wenn die 2zu bewerlenden Wahrscheinlichkeitsverteilungen groflere
Streuungen aufweisen. so bedeutet das Versagen der Punktapproximation
noch nicht zwangsliufig. dall Indifferenzkurven im p-o-Diagramm nichi
mehr existieren, denn wie wir oben (Kap. 11 A 6) bereits festgestellt haben,
mu 3 sich eine jede Priiferenzstruktur iiber Verteilungen einer zweiparametri-
schen, also z B. linearen Klasse in einem zweiparametrischen Diagramm
darstellen lassen. Da lineare Verteilungsklassen bei manchen Entscheidungs-
problemen in exakter Form und bei anderen wegen der Normalverteilungs-
approximation wenigstens angeniihert aultreten, lohnt es sich, die Beziehun-
gen zwischen Indifferenzkurven fur solche Klassen und der von Neumann-
Morgenstern-Nutzenfunktionen zu untersuchen. Wir wollen dies tun und
dabei Tosims (1958, S. 12-14) Analyse folgen.

Zunichst schreiben wir den Erwartungsnutzen als

) A ' i V—u ot .
(58) E[UM]=E[Up+aZ)]mit Z=" =, E(Z) =0. 6(7)= |
Wenn eine Nutzenfunktion abzubilden ist, die {iber einen Bereich von /
bis + o kontinuierlich®® verliuft, brauchen wir beziiglich des Streubereichs
von z keine Einschrinkungen vorzunchmen. Wenn der Deflinttionsbereich

2 Vel Fo. 16, 5. 181,
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der Funktion jedoch in eine Richtung beschriinkt ist oder in einer Richtung
eine Uinstetigkeitsstelle oder gar eine lexikographische Grenze anzutreffen
151, muld z in dieser Richtung beschrinkt sein. Die folgenden Ausfuhrungen
gelten dann nur, solange die Auspriigungen der zu bewertenden Vermogens-
verteilungen den stetigen Definitionsbereich nicht tiberschreiten konnen.
Wie die (Pseudo-)Indifferenzkurven im Uberschreitungsfall beim Vorliegen
einer lexikographischen Grenze verlaufen. wurde oben in Abschnitt B 1.1
gezelgt.

Implizite Differentiation bringt nun in volliger Ubereinstimmung mit der
durch die Methode der Punktapproximation gewonnenen Formel (32):

(59) dp  E[ZU(p+0Z)]
: do L-'ijr.-l'ﬂ_ E[U’[;H {‘IZJ] :
d
o =0, wenn a>0,
do Uiye.o)
i o
lim —— ={).
g-l--ﬂ de U )

Das Ergebnis ist unschwer zu versichen. Bet -0 wird U’ (u)=conslt., kann
also vor den Erwartungsoperator gezogen werden, so dald

fim 2
-0 do

_ Ul E(Z)_

= 0.
[ TS U'U.i]

Bei o0 ist U'(u+ecZ) natiirlich variabel, genauer gesagt, es Eillt mit
wachsendem Z. Da aus diesem Grunde allen negativen Ausprigungen von
Z ein hoheres Gewicht als allen positiven zukommt, ist der Zihler in (59)
negativ, der Gesamtausdruck also positiv,

Neben der positiven Steigung ldBt sich aber auch eine positive Kriim-
mung der Indifferenzkurven herleiten. Bei du®/do?|y .- =>0 gilt ja fir zwei
Punkte (py,04) und (s, e,), die beide auf einer Indifferenzkurve licgen
migen:

'y L T,
(60) “’l'“ij*"{ﬂznﬂz;'{(m 2{; , = zﬂ:-).

Zudem impliziert cine (strikt) konkave Nutzenkurve fiir beliebige z die
folgende Ungleichung

- Uy 26,3 | e I-:rr_.]__.U(lu,+:r:r, +;12+:Gz)_

1 g ) X
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Nach Bildung der Erwartungswerte wird sie zu

(62)

> i TU 7 . :
E[U 111;4 rri]]+!' [U U:EJr zfr::}}{b.[u (n, 2!-,{12_'_::1 -:!'.F: Zﬂ

Soll annahmegemil E[U(p, +Za,)]=E[U(p;+ Zo,)] sein, erhalten wir

63)  E[U(u +Za,)]=E[U(u, +z¢r2}]{ﬁ'[u(&;“‘%+5 ;“’-Z)J,
cine Formulierung, die jener in (60) dquivalent 1st und somit die anfangs
aufgestellte Behauptung d*ji/de?|y .- >0 belegt.

Mit den so gewonnenen Implikationen fiir den Indifferenzkurvenverlauf
werden die Ergebnisse der Punktapproximation bei kleinen Streuungen
bestiitigt und fiir den Preis einer Beschrinkung auf lineare Verteilungsklas-
sen’™ sogar auf den Fall groBer Streuungen sowie um eine Aussage liber die
Krimmung der Indifferenzkurven erweitert. Auch hier kinnen selbstver-
stiindlich alle Priferenzstrukturen, die sich mit Hilfe einer von Neumann-
Morgenstern-Nutzenfunktion schreiben lassen, abgebildet werden.

2.4, Ergebnis: Das p-a-Kriterium in Vertretung des Erwartungsnutzen-
kriteriums

Mit den vorangegangenen Uberlegungen scheint sich das p-o-Kriterium
als die gesuchte praktikable Alternative zum Erwartungsnutzenkriterium zu
erweisen. Obwohl dieses Kriterium bei der Suche nach Priiferenzstrukturen,
die sowohl mit Hille des Erwartungsnutzenkriteriums als auch mit Hilfe
cines der zweiparametrisch-substitutionalen Kriterien exakt darstellbar
sind, keineswegs durch eine besonders plausible Schnittmenge von Priile-
renzstrukturen glinzen konnte, kommt thm wegen der asympiotisch lexiko-
graphischen Ordnung der Momente von Wahrscheinlichkeitsverteilungen
eine besondere Stellung zu. Mit u und 4. die in dieser Ordnung die hochsten
Rangstulen bekleiden, konnen bei geniigend kleinen Streuungen der cu
bewertenden Verteilungen nahezu beliebige Verliule der von Neumann-

' SCHNEEWEISS (1967 a, S. 126-128) und FELDSTEIN (1969) weisen daraul hin, dal)
die hier abgeleiteten Eigenschalten der Indifferenzkurven nicht lir die gesamie KLisse
zweiparametrischer Verteilungen, die die linearen Klassen cinschlielyt, pelten. 2 1
kinnen auch logarithmische Normalverteilungen durch prund o vollstiindig charakie
risiert werden, obwohl sie keiner linearen Klasse angehoren, doch sind die Indilerens
kurven in Verbindung mit einigen Nutzenlunktionen jenseits emes bestimmicn a von
unten konkav. Loganthmische Normalverieilungen konnen bei der multiphikativen
Verkniiplung unahhitngiger Zulalsviariablen oos Spel Kommen. Vel dazn Tomy
{196%9),
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Morgenstern-Nutzenfunktion abgebildet werden. Dariiber hinaus 1st das
j=o-Kriterium analytisch sehr leicht wu handhaben. Dal} das p-o-Kriterium
schlieBBlich, wie es allerdings auch andere zweiparametrische Kriterien kénn-
ten, fiir lineare Verteilungsklassen eine eindeutige Abbildung der Nutzen-
kurve in ein zweiparametrisches Diagramm liefert, soll nicht unerwihnt
bleibern.

Ob nun bei der Lisung von Entscheidungsproblemen dem p-a-Kriterium
der Vorzug vor der unmittelbaren Verwendung des Erwartungsnutzenkrite-
riums zu geben ist, mul} von Fall zu Fall entschieden werden. Hat das u-o-
Kriterium keine operationalen Vorteile, wird man immer das Erwartungs-
nutzenkriterium benutzen. Gibt es aber, wie zu erwarten ist, solche operatio-
nalen Vorteile. dann sind fiir die endgiiltige Auswahl des Entscheidungskri-
teriums die folgenden Moglichkeiten zu bedenken:

(1) Das p-a-Kriterium ist mit dem Erwartungsnutzenkriterium identisch,
weil die Verteilungen, zwischen denen zu wiihlen ist. einer linearen
Klasse angehoren.

(2) Das p-o-Kriterium approximiert das Erwartungsnutzenkriterium, weil
4) die Streuungen der zu bewertenden Verteilungen klein sind.

b) die Verteilungen approximativ einer linearen Klasse angehoren (z. B.
Normalverteillungen),

(3) Das p-e-Kriterium kann michl verwendet werden, wenn nur stark
streuende Verteilungen aus sehr unterschiedlichen Verteilungsklassen
vorliegen.

Im Anwendungskapitel V werden wir sehen, dall unter die Moglichkeiten
(1) und (2) eine Reihe von interessanten Problemkreisen fillt.
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Anhang | zu Kapitel I1

o’ “«"}:j[n — E{m}z | n)de =j[.ﬂ' +yv—E(a+ V\]]zlf-{n—-l—_p] dy
=|[y—E(Y]]* f(a -+ y)dy
=|[y? —29E(Y)+ E* ()] f (a+y)dy
=y [ (a+ Y dy—2E(Y)[yf (a+y)dy+E*(Y)[f(a+y)dy
=E(Y3)—E(Y)
i

= [ {P—E(=N]+E(=Y)}* f(aty)y
+ IW{[.P—E{%]]+E{1+’}I-2f(ﬂ+}'}dr—E3[1’}
o

1] -~ - - -
= [ {ly=E(=VP+2[y—E(— Y] E(=Y)+ E*(-Y)] fa+y)dy

—

+ o + .
+ | ![.v—El?it}]’+2[y—E{?}]EU’HEH?}}j<a+y]dy—5-m
1]

Nunsei w=Wi(y<0) und W= Wi{y=0); dannerhalten wir weiterhin:

0 »
[ y—=E(=N] fla+y)dy
o (V)=—2 . W

W

L1} o4 v iy

+ [ {2yE(—=Y)—2E*(—Y)+E*(—Y)} f(a+y)dy
+ o
g [y=EM] fla+ydy

+ = W
W

b [ 20E(Y)—2B2 (V) +E2 (V) f (a+p)dy—E*(Y)

L}

0
[ vfla+ydy

L o _. A
=g (Y)w+2E(—Y) 22— w—E—Y) | fla+ydy
W =
+ an
- [ vf (a+y)dy ;43
+o2 (V)W 2E(Y)2—a——Ww—E2(Y) [ fla+y)dy—E*(Y)
W 1

=X (Y)w+2E(Y)E(Y)w—EX(Y)w
+ a2 (Y)W +2E (VE(VW — EX Y)W — EX(Y)
— oY)+ wEAY)+ Wa(¥) + wENY) — EXY)

=W y=0) a2 Y)+ EXY)) 4 Wiv=O a2tV 4 E2LY) - E5LY ) ged
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Anhang 2 zu Kapitel 11

Definieren wir

w¥=W(V <v¥)= Ij I (i,

Ij v f(vhde
E(VH)=E(V)pcpr =~
Lj' [v—E(V*)]*f(v)dv

PN (V="
dann st

an(Vi= !}' (o—v*)* [ (p)do= r_[ (07 — 2e0* +0*2) [ (v)de

= § ]' e (e)de o
= u]f[v}du—iﬂ*_mw—*w*+n” | flwde
= j [e—E(V*)+ E{V*)]zj'[u}dﬂ—?.u*E[V*] W 4 pEiy

[ ([e EW"]2 1 2[c E(V¥]E(V*) 4+ E2(VE))f (v)dv
== — w*

w*

—20*E(V¥)w* 4 o*in®

= (V¥)w*+ [ [20E(V*)—2EHV*)] f (v)dv+ EXV*)w
— 0¥ E(V*)w* +v*2w*

— a2V )w* + 2EX(V*)w* — 2EX(V¥w* + E3(V*)w
— R E(VH )W ol

—wE (V) + EX(V*) — 2*E(V*) + %3]
= W(e<v*) e (V*)+[E(V*)—v*]*}], qed.



